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APPLICATION OF DP IN THE BEST
POLYGONAL APPROXIMATION OF TIME-SERIES DATA

by
Radivoj PETROVIC and Sonja STOJANOVIC
Summary

The problem of the linearized approximation of time series, encountered
frequently in the behavioral analysis of economic phenomena, is formudated
and solved in this paper. The time series are approximated by polygo-
nal lines. The mean square criterion is accepted as the approximation
qu'alfry meqsure. The optimization method applied is the dynamic program-
ming. The method is applicable to the case when the original data are of
non-analytic form, e. g. tables, and alse when the original data have already
been approximated by a non-linear analytic function. The procedure of finding
the Yz;goslav electrical power industry growth is described in detail as an
example,
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NATURALNI PRISTUP K PROBLEMU AGREGACIJE

Viljem RUPNIK*

Problematika agregacije je v ekonomiji 3¢ vedno zamimiv in perec
problem, ki se ga v praksi lotevamo tako, da uvajameo razliéne vrednostne
kategorije {n. pr. cen®), ki omogo&ajo agregiranje razlidnih koli¢in v njihovih
vrdnostnih ekvivalentov. Tefave, ki pri tem nastajajo, v splodnem povzrodajo
popadenost rezultatov, ki ji ne moremo vselej ugotoviti smeri, 8¢ manj pa
intenzitete. V predlofenem razmidljanju pa se skufamo izogniti uporabi
vrednostnih ekvivalentov raznorodnih koliéin in ugotoviti, v kolik¥ni meri
lahko agregacijo izvedemo direktno, t. j. v naturalni obliki.

V ta namen vzemimo proizvodno funkcijo v precej poenostavljeni (1)
obliki, namred

g1 = fi [Xu, Yo 2] w

kjer je xy, vektor, katerega komponente pomemnijo koli¢ine naturalnih inpu-
tov v proizvod P, s koli¢ino q;, yw vektor, ki prikazuje potro$ke strojnega
dela, in z; vektor, ki prikazuje koli¢ine vloZemega Zivega dela. Proizvodna
funkcija (1) je lahko podloga za razlitne kvantitativne $tudije, kot npr. za
analizo produktivnosti {1). Ce zapifemo (1) za i iIn j 4 i, potem je temelj-
no vpradanje, kako definirati q: + q. Do problema agregacije pride bodisi
takrat, ko gre za fizitno zelo razlidne proizvode, bodisi takrat, ko skuSamo
posamezne vrste proizvodov agregirati med panogami ali pa regijami. D4 se
uvideti, da je problem zamimiv pravzaprav le s prakti®nega vidika, V tej
smeri je praksa tista, ki ne dovoljuje poljubne agregacije, t. j. agregacije
kakriniholi proizvodov. Najprej preidimo na zasnovo ideje o agregaciji
maturalno izraZenih proizvodov, mato pa bomo posebej razpravljali o izboru
komponent, ki kot skupna vsebina omogogajo agregacijo in konéno e ob-
ravnavo takinih proizvedov, ki so si med seboj fizino popolnoma tuji.
Produkcijska funkeija (1) prikazuje koli¢ino proizvednje q; v odvisnosti
od razlitnih faktorjev, od katerih sc mekateri takdni, da fizi¢no vstopajo v
proizvod in tvorijo mjegovo materialno substanco. V tej smeri bo treba za
primer, ko gre za storitve, razdiriti predloeno koncepcijo tudi na tak3ne
primere, ko ne gre za povsem materialno proizvodnjo. ¥zemimo dva proiz-
voda, npr. P, in P;, ki ju predstavimo kot vektor mjunih materialnih kompo-
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ment. Da hitreje pridemo do predstavitve temeljne ideje, dopustimo, da po-
menita P, in P, ne samo vrsto proizvoda, temved hkrati tudi kolifino tega
proizvoda v obeh primerih, torej

Pi=(xy... %),  Pr=(Xu... %) ()

Posamiéne komponente naj pomenijo kolidine proizvodnih faktorjev mate-
rialne narave, ki sestavijajo oba vektorja. Predpostavimo zaenkrat, da je na
zgornji nadin vsak od obeh proizvodov v ustreznih koli¢inah natanéno pri-
kazan z n komponentami in predpostavimo tudi, da sta oba proizvoda taks-
pa, da sestojita iz istovrstnih komponent. Ustrezna vektorja (2) sta torej
homologna in je moZno tvoriti njuno vsoto. K paru vektorjev (2) lahko
dobimo ustrezna skalarja

‘11={'P1E; q:=le| (&)}

kier z zmakom absolutne vrednosti obeh vektorjev simbolidno prikazujemo
velikost q, vektorja P, oz. vektorja P: s skalarjem g Pustimo ob strani
vpradanje, kako je definirana operacija (3) v vsakem posamifmem primearu.
Ce gre za materialno proizvodnjo, potem je vselej mogode na primeren na-
&in izraziti kolid¢ino rezultatov takine proizvodnje.

Pri definiranih proizvodih so potrodki materialnih inputov, torej kom-
ponente na desni strani v (2), koli¢ine, ki nastopajo v medsebojnih konstant-
nih razmerjih. Vsako od teh komponent bi lahko jzrazili kot vetkratnik iz
delavnega normativa pripadajode vrsie. Pa chranimo izhodise (2) in obrav-
navajmo namesto fizifne strukture enote proizvoda za oba primera, kar
fizi¥no strukturo celotne kolidine proizvoda v obeh primerih. Obratunske
projekcije posameznih vrst strodkov, s tem pa tudi potroékov: oscilirajo
okrog planskih projekcij za homologne komponente obeh vektorjev 2. 'E-(o-
likor ni mo¥no dobivati obradunskih vrednosti proporcionalitetnih faktorjev
za posamiéne pare komponent na desni strani v «(2), se lahko zadovoljimo s
planskimi faktorji, ki morajo obstajati iz tehnolokih vzrokov in tudi za-
konskih predpisov. Tako lahko zapisemo

I WA T Xioet = it Xia
6]

X == My Kpmpove Krnot = Moot Xam

Pri tem smo izbrali zadnjo komponento kot sredstvo, s katerim izraia_mo vse
prejénje komponente pri obeh vektorjih (2). Naj bo sedaj razmerje I?‘Led.
koli¢inama potrofenega inputa n-te vrste za prvi vektor v (2) v naslednjem
razmerju z analogno komponento vektorja

K & Xan = €12 (5)
Ker je vsaka od komponent vektorjev (2) materialna komponenta projz-
vodov obeh vrst, je tedaj moino oba skalarja (3) izraziti proporcionalno k

velikosti n-te komponente materialnega inputa, torej

g =ViXm =% (6)
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kjer sta skalarja v, in v, mormativa za nto vrsto materialnega inpuia v
obeh proizvodih. Naloga je, najti vsoto

g+ G =V X + Vi X [¢)]

ki omogoéa izraziti vsoto koli¢in obeh proizvodov v odvisnosti od npr. koli-
¢ine -te vrste materialnega inputa, ki ga potro$imo za prvi proizved. To
vsoto je moZno izraziti tudi v odvisnosti od koliéine n-te vrste materialnega
inputa, ki ga potrodi drugi proizvod; vendar pa v obeh primerih to izraZa-
nje ni ugodno, saj Zelimo pri agregaciji razliénih proizvodov vendarle cperi-
rati z enim od teh proizvodov, me pa s koliéinc nafega inputa, ki je vsebo-
van v vsakem od proizvodov iz dane agregacijske skupine. Zato upostevajmo
(5) za izrafum X, torej

1 .
Xz = ——— Xin (5"
ey

ter mato Se prvo relacijo iz (8), iz katere izratunamo x;,, torej

| "

Y

Tako dobimo (7) v naslednji obliki

I q v, 1
g+ g =g+ v —=|l4+— —|q (7')
E: Wi Y

Na ta nadin tedaj lahko seftejemo koli¢ine dveh poljubnih proizvo-
dov, ki zado¥¢ata edini predpostavki, da se izra’ata s homwolognima vektor-
jema +2). Ta prisiop omogoda izraZanje celokupne mase obeh proizvodov z
mersko enoto, ki se nana3a le na proizvod P, Razumljivo je, da je moZno
izraziti to maso tudi z mersko encto, ki se nana%a samo na drugi proizved.
Ta rezultat lahko posplofimo na poljubmo konéno mmnogo proizvodoyv, ki so
maturalno izraeni ob predpostavki homolognosti ustrezne naturalne struktu-
re. TeZava, ki jo sredamo pri praktidni realizaciji takimega nadina agregacije,
pa nastane takrat, ko pri dveh vektorjih tipa {2) ne moremo najti niti enega
para komponent z enakim pomenom. Vse dotlej, dokler med komponentami
obeh vektorjev (2) majdemo vsaj eno skupno kompomento glede na fizikaini
oz. maturalni znadaj, lahko uporabimo postopek izraZen s (7°), ne glede na
to, ali se pri obeh proizvodih $tevili komponent naturalnega inputa ujemata
ali ne. V splofnem bomo imeli tedaj opraviti 5 parom )

{1 n
P = (xu,...x...,)

®

(=} B ¢

P2=(Xz|,...xmz)

Prva komponenta vektorja iP; tedaj pomeni koli¢ino nekega potrofka mate-
rialnega inputa, ki pa ni treba, da je iste vrste kot materialni input, kate-
rega potrodek mastopa kot prva komponenta vektorja P.. Naj bosta X; in X,
mmnoZici materialnih inputov
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(1)

[¢3]
Xl = (Xli: o Xlnl)
9

i (-]

X = (Xa,... Xom)

ki tedaj oznz}éujeta le kvantitativni sestav obeh proizvodov. Postopek (7') za
naturalno orientacijo je mo¥en, & presek teh dveh mno¥ic mi

XN X+0 o (10)

V takfnem primeru izberemo katerokoli komponento, ki spada v presek
obeh mmoZic (10), in jo uporabimo kot vrsto materialnega inputa, kateremu
preko ustreznega normativa proporcicniramo kolidine obeh proirvodov v
smislu (6); tako mamred koliéini X in X., ki nastopata v {6), izberamo knt
koli¢ini materialnega inputa, ki spada v neprazen presek (10). Na fa nadin
nas torej ne motijo razliéne dimenzije vektorjev (8), kakor tudi ne razlic-
nost v pomenu posamicnih materiglnifi komponent, pri pogoju, da presek
mnoZic (9) ni prazen.

Vzemimo sedaj primer, da gre za agregaciio dveh proizvodov tipa (8),
pri pogoju, da je presek (10) prazen. To pomeni, da gre za agregacijo — v
nadaljnjem bomo rekli mehomogenih — proizvodov, ki so si med seboj fi-
zitino popolnoma tuji. Privzemimo zaenkrat, da v takem primeru ne isSemo
nobene razdirjave vektorjev {8) v tem smislu, da bi s priveemom kakih novih
komponent (ki seveda miso materialne narave), pridii do primera, ki smo
ga redili zgoraj, Ce tedaj vztrajamo pri izkljuéno materialnem jzrazanju vek-
torjev {8), ki sta med seboj nehomologna, potem moramo predpisati kakineo
standardno grupacijo teh posamiénih komponent materialnega inputa tako,
da postaneta oba vektorja (8) homologna. Tak$na standardna grupacija je
pri industrijskih kalkulacijah %e zdavnaj v mavadi, saj obstoja struktura pro-
dukcijske cene kot baza, ki je emotno predpisana ne glede na proizvodni
proces. Tako npr. se materialni inputi lahko znajdejo v grupaciji osnovnih
materialov jzdelave ali pa v grupaciji pomoZnih materialov izdelave. Naj bo
predpisana kakina standardna grupacija inputov. Leta je torej predpisana
za cba vektorja {8) in tedaj najdemo vsaj eno komponento na desni strani
vsakega od vektorjev (8), ki spada v vsak razred podpisane grupacije. Ce
spada vet komponent vsakega od vektorjev (8) v isti razred, potem je do-
volj, da vzamemo samo eno od teh komponent kot element takinega razre-
da; pri tem moramo paziti, da izberemo tisto komponento, ki vstopa v isti
razred Kot ma analogen nafin izbrana kompomenta vsakega drugega vektorja.
Na ta nafin tedaj oblikujemo nove vektorje (8), ki imajo manj¥e $tevilo
komponent, &tevilo mamreé, ki je enako §tevilu razredov predpisane stan-
dardne grupacije. S preslikavo prvotnih komponent vektorjev (8) v vektorje,
ki pripadajo tak&ni standardni grupaciji, pa se zapi%e heterogenost v natu-
ralhem znaaju posamitmnih komponent wektorjev I(8), kar pomeni, da so
posamiline komponerite, ki spadajo v tako dobljene vektorje, spet homolog-
me komponente in sicer homologne relativno glede ma definicijo razredov
predlagane standardne grupacije. Za oba proizvoda imamo tedaj ustrezna
vektorja, kjer npr. prva komponenta pomeni koli¢ino osmovinega izdelavne-
ga materiala za prvi proizvod in prva komponenta vektorja za drugi proiz-
vod prav tako pomeni koli¢ino osnovnega izdelavnega materiala (Zeprav
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naturalno drugaéno, kot v prvem primeru). S tem pa smo primer nehomo-
lognih proizvodov reducirali v primer homolognih, ki smo ga Ze zgoraj redili.

Zgomji primer kaZe na moZnost izhoda iz problematike naturalne agre-
gacije proizvodov v primeru, da vztrajamo pri prikazovanju proizvoda v
njegovi naturalni oz. materialni strukturi. Velja opozoriti, da je tak$na os-
nova lahko sporna v primeru, kadar poskusamo agregirati proizvoda iz dveh
popolmoma razliénih proizvodnih panog. Dokler namreé izvajamo naturalno
agregacijo mehomolognih vektorjev tipa (8) s tem, da transformiramo ta
dva vektorja v homologna vektorja na bazi korespondence, ki je definirana
s sicer poljubno izbrano standardno grupacijo, znotraj dame panoge ali pa
blagovne grupe, je pomen izdelavnih mmaterialov mnogo bolje definiran in
po naravi homogen. Tako npr. na podrodju poljedelstva precej dobro veno,
za kakine osnovne izdelavne materiale v kmetijski proizvodnji gre. Ce je
predpisana proizvodna pancga ali pa blagowna grupacija prefiroka take, da
nas interpretacija razredov predpisane grupacije ne vodi k nazornim pred-
stavam posamiénih komponent homologiziranih vektoriev, se lahko zatefe-
mo k manjiim skupinam proizvodov oz. k cepljenju proizvodne panoge na
bolj homogene skupine proizvodnih procesov. Tako bi npr. labhko v polje-
delstvu posebej obravmavali proizvodnjo Zitaric za razliko od drugih vrst
proizvodnje v poljedelstvu. S postopnim drebljenjem posamignih proizvod-
nih panog na vse manjde in manjse dele bi pritlo do tak¥ne stopnje drobit-
ve, ki bi omogodala zadovoljivo interpretacijo komponent homologiziranin
vektorjev in s tem tudi zadovoljivo agregacijo v smislu (7'). Vendar pa je
pri tak$nem drobljenju treba upo$tevati praktiéne moZnosti pa tudi potrebe
v konkretni ekonomski amalizi. Stopnjo takine dekomporzicije Ze sprejetih
proizvodnih pamog bi bilo treba skrbno prouditi, preden bi se odlodili za
takno €lenitev.

Vendar pa omenjeni razlog mi edini, ki ogrofa prediog homologizira-
nja vektorjev tipa (8) na bazi materialnih inputov. Predpostavimo samo, da
#elimo primerjati produktivnost v dveh regijah. Cetudi predpidemo dovolj
majhne obsege obeh regij, se znajdemo pred dejstvom, da v vsaki od teh
regij nastopa po mekaj proizvodnih pamog, ki so si lahko med seboj zelo
tuje oz. mesorodne. Vzemimo npr. gorate predele, kjer uspevata turizem in
gozdarstvo; ali pa manj razvite obmorske predele s turizmom in ribolovom.
Pridakovati moramo v splofnem tudi taksne zelo divergenine primere neho-
molognih vektorjev, kjer bi nas kljub dovolj podrobmi razcepitvi »uhojenih«
proizvodnih panog agregacija v smislu (7") homologiziranih vektorjev motila
pri analizi kazalcev produktivnosti in to zaradi nezadovoljive homogenizira-
mosti pesami¢nih komponent homologiziranih vektorjev. Tako lahko po vsej
verjetnosti priéakujemo tudi primere, ko ne bomo mogli vzdriati pri natu-
ralnem opisu proizvoda in ko bo tedaj Slo za razdiritev mnofic (9) za dolo-
éene komponente.

Raz$irjava nehomolognih vektorjev za move komponente je v nalelu
moina v mmogih smereh, Lahko bi to raz§irjavo izvedli tako, da bi navajali
potrodke strojnih ur, ki so prav tako naturalne komponente v strukturi cene
proizvoda. To dodajanje lahko spremenimo celo v zamenjavo in bi tedaj na-
meste komponent materialnih inputov obravmavali le komponente, ki pome-
nijo potroske strojnih ur, in torej ponovili razmisljanje kot pri (77, bedisi
da so tako dobljeni vektorji Ze homologni ali pa ne. Vendar pa je podobno
kot pri materialnih komponentah proizvoda v splofnem pricakovati veliko
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heterogenost pri strojnem parku, ¢eprav morda ne v tak$ni meri. Delovna
sredstva le oblikujemo na dolofenem konénem sistemu fizikalnih, kmetij-
skih in drugih zakomov in se pri tem menjajo struktura materialov izdelave
in njihove lastnosti. Tako bi tedaj divergenca v ustreznih vektorjih (8) na
bazi komponent strojnega dela oz, 3irfe udele’be proizvajalnih sredstev bila
po vsej verjetnosti manj$a, kot pa v primeru, da vekiorja (8) definiramo na
prostoru (2}, t. j. ma prostoru materialnih inputov. €e pa razmifljamo v tej
smeri $e nadalje, lahko pri€akujemo v nekaterih primerih $e dodatno zmanj-
sanje tak3ne divergence, &e vektorja (8) zamenjamo z vektorjema, katerih
kompomente so potrodki delovne sile. Razlog, ki mas ohrabljuje pri poskusu
naturalne agregacije proizvodov za primer, ko je proizvodnja prikazana v
strukturi vloZenega dela posamiénih vrst, leZi po eni strani v tem, da je
delo tvorec vrednosti in uporabne vredmosti, po drugi strani pa eksistenca
vrste, delovme sile, ki jo oznafujemo kot mekvalificirano delovno silo in je
v velini proizvodnih procesov prisotna na kak doloen nadin. Privzemimo
za hip, da imamo moZnost za oba proizvoda (8) konstruirati tak$na dva
vektorja, ki sta sicer lahko nehomologna, vendar pa ustrezni presek, ki je
analogen k (10), za mmoZici, analogni k (9), mi prazen. V tem primeru tedaj
eksistira ista vrsta delovne sile, ki je udelefena pri proizvodnji obeh proiz-
vodov. Ce tak primer nastopi, smo s tem problem agregacije v naturalni ob-
liki reili. Metoda agregacije je tedaj spet izraZena s (7), kjer je treba
izbrati le predpisano skupno vrsto delovne sile, ki je udelefena pri proiz-
vodnji obeh proizvodov.

Predpostavka o eksistenci nekvalificirane delovne sile kot skupnem
proizvodnem faktorju za dva proizveda je precej realna. Vendar pa si ogle-
jmo %¥e teoretitme mo¥nosti za primer, ko bi bila takina dva vektorja, ki
sta amalogna k (8) ter definirana samo ma kompomnentah vloZenega dela
posamiénih vrst, nehomologna ter bi zanju veljal hkrati tudi ustrezni pre-
sek, prazen v smishi (10). To bi tedaj pomenilo, da primerjamo dva proiz-
voda, pri katerih proizvodnji so sodelovale razliéne kvalifikacije delovne
sile in med njimi ni nobene delovne sile skupne vrste, ki bi sodelovala pri
obeh proizvodih hkrati. V tem primeru maturalna agregacija v smislu {7') ni
mo#na. Do takdmih primerov lahko pride, kot smo Ze omenili, pri poskusih
agregacije zmotraj doloCenih specialnib regij ali kakih drugih, sicer za anali-
zo zamimivih proizvodnih asociacij, V tem primern sta moina dva rezultata:

1) da agregacija splch ni mofna in je tedaj treba za taksno asociacijo
obdriati oba proizvoda kot predmet analize oz. (v sploinem primeru) ob-
drzati konéno mnogo reprezentantov za posamitne proizvodne skupine, za
katere smo uspeli izvesti agregacijo bodisi ma temelju Eiste homolognosti
ustreznih vektorjev (2) bodisi na temelju nehomolognih vektorjev (8) z ne-
praznim presekom (10) pri opisovanju maturalne strukture ustreznih proe-
vodov s potrogki delovme sile. V takinih primerih bi mpr. morali primerjati
kazalce produktivnosti za dve regiji, ne glede na to, kako jih definiramo
naturalno, tako, da bi primerjali kazalce produktivnosti za istovrstne proiz-
vode ail pa za istovrstno grupacijo proizvodov med obema regijama. Agre-
gacija za celotno regijo oz, kako drugo asocijacijo tedaj ne bi uspela v enem
$tevily, t. j. skalarju, temved bi se izraZala s koncno mnoZico takinih ska-
larjev.

2) druga mo#nost pa je v tem, da oba proizvoda znotraj dame regije
ali asociacije, ki se razlikujeta v strukturi materialnibh inputov in se prav

m. ot
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tako razlikujeta v strukturi vioZenega dela po dologeni Klasifikaciji delovne
sile (in ki se morda razlikujeta tudi po vrstah strojnega dela), razgirimo za.
kake komponente med obema proizvodoma. V tem primeru problem agre-
gacije lahko izvedemo ma posplofenemn tipu vektorja (8), ki zajema celotni
spekter maturalnih komponent, z lastnostjo, da so proporcionalne koliZine
proizvodnje analogne, kot smo to ugotovili pri metodi naturalne agrega-
cije (7).
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A PHYSICAL APPROACH TO THE AGGREGATION PROBLEM
by

Viljem RUPNIK

Summary

There are many problems in the value aggregation procedure because we
are aware of summing up different items from the physical viewpoint. To
withdraw such an embarrassment, we usually turn to the concept of price,
which acts as a "common denominator.” Apart from these problems, we
hope to give some direct suggestions on how Io aggregate the quantities
of physically different products, regardless of its nature as expressed
through the corresponding vector of specific dimension. It has been shown
in this paper that, on the basis of the classification of the components
of vectors given, we can always carry out any kind of aggregation without
shrinking a set of elements which should be aggregated..



