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1. UVOD

U radu se razmatraju neki osnovni pojmovi finansijske matemati-
ke. Posebno se promatra pojam kapitalizacije, tj. promjena kapitala
tijekom vremena, odnosno nakon nekog vremenskog intervala. Pro-
matra se problem otplate duga i predlaze nov nacin generiranja dis-
kretnih strategija otplate. Kao matemati¢ki model kapitalizacije, a u
skladu sa ekonomskom teorijom, koristi se model sloZene kapitaliza-
cije (sloZzenog ukamadivanja). Po principu sloZene kapitalizacije kapi-
talizira se i novonastali kapital (kamata) kao i osnovni kapital (glav-
nica).

Dobro je poznata funkcija diskretnog slozenog ukamacivanja:
C(n) = Corn; v = (1 + p/100), Co=C(0), ey

po kojoj se rafuna vrijednost ulozenog kapitala, odnosno vrijednost
ukupnog duga i sl, nakon n godina, uz konstantnu godisnju kamatnu
stopu p, kada se kapital ukamacuje krajem svake godine (vidi [4],
[61 i [8D).

Kao kapital moZe se promatrati bilo koja veli¢ina, koja podlijeze
principu slozene kapitalizacije, tj. koja se ponasa po eksponencijal-
nom zakonu sa nekom stopom promjene na intervalu jedini¢ne du-
ljiine.

Kao kapital, za ilustraciju, promatrat ¢emo novac posuden ili ulo-
yen u banku uz odredenu kamatnu stopu. Medutim, kao kapital mo-
Jemo promatrati, npr. dug, masu drveta u $umi, broj stanovnika itd.

* Rad je raden u okviru projekta »Zakon vrijednosti u funkciji uprav-
ljanja razvojem”, kojeg financira SIZ znanosti SR Hrvatske.

#* Qtudij elektrotehnike, 54000 Osijek, Istarska 3.
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2. KONTINUIRANO UKAMACIVANJE

Prema (1) se tek na kraju godine saznaje nova vrijednost kapi-
tala (ukupnog duga i sl.). Zbog brieg obrtaja kapitala, dolazi do po-
trebe Ce¥ceg, tj. ispodgodi$njeg ukamacivanja (vidi [6]). Podijelimo
godinu na m jednakih dijelova (podintervala) (npr. za m = 4 to su
kvartali, za m = 12 to su priblizno mjeseci) i neka se kapital ukama-
¢uje na kraju svakog podintervala. Ozna¢imo sa r,, = (I + p,,/100)
ispodgodisnji dekurzivni kamatni faktor, gdje je p,, odgovarajuca is-
podgodidnja kamatna stopa za takav podinterval.

Moze se postaviti slijede¢i problem:

Koliki treba biti ispodgodi$nji kamatnjak p,, ako se zahtijeva da
vrijednost jedini¢nog kapitala, nakon jedne godine, pri ukamacivanju
nakon svakih 7/m dijelova godine, bude ista kao da se primjenio go-
disnji kamatnjak p pri ukamacivanju na kraju godine? To je zahtijev
da p,, bude ispodgodidnji kamatnjak ekvivalentan godiSnjem kamat-
njaku, tj. da p,, bude ispodgodisnji konformni kamatnjak.

Iz prethodnog zahtijeva slijedi da je:

(1 + pn/100)m = 1 + p]100, )

odnosno da je r,,” = r (vidi [6], str. 246).

Tada je vrijednost kapitala nakon k vremenskih intervala duljine
1/m, odnosno nakon vremenskog intervala duljine k/m dana sa:

C(k/i’n) = CO rmk: (3)
odnosno prema [6] (str. 244), takoder je ;

C(k/m) = Cyrem. )

—I
0

t
| I
1 k 1
‘m ‘m

Stika 1.

Primijetimo da broj k/m takoder predstavlja vremenski trenutak
na vremenskoj osi (vidi sliku 1).

Sada formulu (4) mofemo generalizirati na slijedeci nacin (vidi
[5]1): Vrijednost kapitala nakon vremena { iznosi:

Ct) = Cy 1, | )

Vrijednost ¢ iz formule (5) moZzemo shvatiti tako da smo broj m
(broj podintervala na koji dijelimo godinu) pustili u beskonadnost, a
broj t je tada grani¢na vrijednost kvocijenta k(m)/m, kada m —> oo,
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Funkciju C(f) npazivamo funkcija kontinuiranog ukamadéivanja.
Ona predstavlja funkciju prirodnog (eksponencijalnog) rasta, sa in-
tenzitetom rasta Inr (vidi [5] str. 77) 1 podudara se sa (1).

Kori$tenjem relacije (2) dobiva se:

ki{m} kim)ym

k(m) P p
m 100 100

C (6)

Jednakost (5) se mozZe dobiti i kao grani¢na vrijednost, kada u
(6) pustimo #» u beskonacnost.
Napomena 1.

Funkcija (4) je diskretna, a (5) kontinuirana generalizacija funk-
cije (1). Bududi da se funkcije (1), 4) i (5) podudaraju na zajednickoj
domeni reé¢i éemo da su medusobno ekvivalentne.

U [4] str. 2 data je ne$to drugacija definicija kontinuiranog uka-
madivanja. Ona se definira kao grani¢na vrijednost jednakosti:

kfm)

k(m ) P
Cl—— |=C| 1 + —— : (N
1 100 m

(u [4] je (k(m) = nm), odakle se dobiva da je

p
100

C(t) = Cyexp | t (8)

Primijetimo da se C(t) iz (8) ne podudara sa C(t) iz (1), odnosno
(4) za tg{1,2,3,...}. Tj. funkcija kontinuiranog sloZenog ukamaci-
vanja (8) nije ekvivalentna funkciji diskretnog sloZenog ukamacdivanja
iz kojeg je izvedena. Do razlike dolazi zbog primjene relativhog Kka-
matnjaka p/m u (7), umjesto konformnog kamatnjaka p, (vidi [5],
str. 81).

Naime, ako se iz (2) p, izrazi kao zavisna veli¢ina od p dobiva se
da je

m

I p
P = Pmlp) =100 )/ i + —1
100

I To¢nije bi bilo rec¢i funkcija kontinuiranog sloZenog ukamadivanja
(autor je takoder razmatrao kontinuiranu jednostavnu 1 mjeSovitu kapita-
lizaciju). U autoru dostupnoj literaturi se umijesto termina kontinuirana
slozena upotrebljava termin kontinuirana, tako da je to i ovdje ucinjeno,
osim u sludaju kada se princip slozene kapitalizacije Zeli naglasiti.
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Razvije li se p, u Taylorov red oko nule dobiva se

P w p,r(0)
P =—+ 2 — D~
m k=2 k!

odakle se vidi da je relativni kamatnjak p/m linearna (prva) aproksi-
macija konformnog kamatnjaka pp,.

RjeSenje problema neekvivalentnosti je u primjeni konformnog
kamatnjaka p, umjesto njegove linearne aproksimacije — relativnog
kamatnjaka p/m u (7) (usporedi (6) i (7)), $to je ovdje i uradeno
(vidi (6)).

Problem neekvivalentnosti u [4] rijeSen je zamjenom p/100 u (8)
sa In (1 + p/100).

Prema (5) se uz pomo¢ kompjutora moze izraCunati vrijednost
kapitala u svakom trenutku iz vremenskog intervala u kome vrijedi
konstatni dekurzivni kamatni faktor r.

Ako se faktor r mijenja u trenucima O0<t <t i=1,...k uz
t, = 0, tada (5) prelazi u

k
C(t) — CO raig nfz—— i . 1‘1\__Itk— l‘kﬁ)l.hl — 1t — Co H riti+l'_ t; (9)

gdje je r; dekurzivni kamatni faktor koji vrijedi na intervalu [t;, ti1l,
i=0,...,k—1; ar vrijedi na [ty t].

Promatrajmo sludaj vremenski kontinuirano promjenljive kamat-
ne stope, odnosno kamatnog faktora r = r(t) = (1 + p(t)/100).

Neka su 0 =s, <8 <...<S8g =1, takvi da se faktor r eventu-
alno mijenja u trenucima s;. Tada uz supstituciju t;=s; i r; =1(s) u
9) i logaritmiranjem slijedi

k \
mC(t) =nCy+ L (Sip—Si)In r(s;). (10)
i=0

Kako je funkcija Inr(t) monotono rastuca, prema [2] §6.3, slijedi
da je dovoljno promatrati slu¢aj ekvidistantnih trenutaka s;, tj.
$;,1— S = As. Pusti li se u (10) da k> «, odnosno As—>0, te antiloga-
ritmiranjem grani¢nog izraza dobiva se

C(t) = Cyexp (ft Inr(s)ds) (11
0 .

U [5] jednakost (11) se naziva opéi zakon kopitalizacije, a dobiva
se kao rje$enje diferencijalne jednadzbe

C'(t) = Inr(t) C(1),

koja se postulira u skladu sa ekonomskom teorijom.
Ovdje je (11) izveden iz diskretne slozene kapitalizacije.
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3. KONTINUIRANO PROMJENLJIVA GLAVNICA

Funkcije (3) i (9) predstavljaju vrijednost kapitala, ako je kapital
ulozen samo u podetnom trenutku t =0, u vrijednosti C,.

Postavlja se pitanje, §to ako kapital ulazemo u vise navrata. Ko-
lika je tada vrijednost ukupnog kapitala (uloZen kapital uvecan za
kamate), buduéi da se svi ulozi podvrgavaju kapitalizaciji od trenutka
ulaganja? Primjenom principa financijske ekvivalentnosti kapitala, za
sve uloge uloZene do trenutka t, nade se sadasnja (pocetna) vrijednost
S, tj. svi ulozi se svedu na zajedni¢ko dospijece (vidi [5]), ili ‘moze-
mo reci projeciraju se na pocetni trenutak. '

Primjer 1.

Neka su u trenucima t,=0,1,1, ... ,t, =t u banku ulozene vri-
jednosti Cy, C;, Gy ..., Cy (vidi sliku 2), tada je sadas$nja vrijednost S
tih uplata dana sa

1

S= v Cr—li=Cp+ 12 Cirt (12)
i=1

i=0

ako je r konstantan godis$nji dekurzivni kamatni faktor, odnosno

S=C+ = G vyl ;-,__}f.'_l——-i’, 13)

f=1

ako se dekurzivni kamatni faktor mijenja pri svakoj uplati.
CO Cl . CZ Cn—] Cn

—| I
0

Slika 2.

Vrijednost ukupnog kapitala u nekom trenutku t dobije se tada
iz (5), odnosno (9) ako se uzme Cy, = S, (tj. suma sada$njih vrijednosti
svih uloga uloZenih do trenutka t).

MoZe se postaviti teorctska pretpostavka da se kapital ulaze kon-
tinuirano. Tada treba odgovoriti na dva pitanja:

1. Kolika je vrijednost ukupnog kapitala u nekom trenutku?

2. Kolika je njegova sadasnja vrijednost?

To je, u stvari, pitanje trenutacne i sadasnje vrijednosti pri (kon-
tinuiranom) ukamacivanju vremenski kontinuirano promjenljive glav-
nice (kumulativna suma ulaganja). Glavnica raste, ako se radi o ula-
ganju (uplati), a smanjuje se ako se radi o trosku (isplati).

Uvedimo slijedece veliCine:
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G(t) — glavnica — koli¢ina uloZzenog kapitala u vremenskom in-
tervalu [0,t] (bez ukamadivanja) (kumula-
tivni ulozi),

K(a,b) — kamata — kamata dobivena u vremenskom intervalu
[a,b] (kumulativna kamata),

J(t) — 1Z1os — veli¢ina ukupnog kapitala,
(glavnica uvecana za kamate),

C(t) — iznos — veli¢dina ukupnog kapitala uz konstantnu

glavnicu G(t) = C,.

Tada vrijedi:

J(t) = G(t) + K(0, t), (14)
K(a,b) = K(0,b)— K(0,a); K(t, t) =0, (15)
J(0) = C(0) = G(0) = C,. (16)

3.1. Kapital se ulaZe samo u pocetnom trenutku

Pretpostavimo da je glavnica konstantna, tj. da vrijedi G(t) = C,.
Odredit ¢emo veli¢inu promjene kamata i iznosa u nekom djelicu vre-
mena At. U ovom sludaju je J(t) isto $to i C(t) u (5) tj. J(t) = C(1) =
Cort.

Tada vrijedi:

J(t + At) = J(t) rAL . (17)
K(0,1) = Cy(r*—1). (18)
Koristenjem (14) i (17) dobije se

AK (0, t) K(0,t+ At)—K (0, 1) rAl ]

= = J(t) ———.
Al At At

Pusti li se da At— 0, dobije se izraz za derivaciju kamata

K’ (0,t) = nrift) (19)

Integriranjem (19) i koristenjem (15) dobija se da je

K (a,t) = Inrf](s)ds. (20)
Zbog (14) imamo da je

J'(t) = InrlJ(t). (21)
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Tj. brzina kapitalizacije u trenutku t, jednaka je umnosku vrijedno-
sti kapitala J(t) u trenutku t i brzine kapitalizacije jedini¢nog kapi-
tala In+ u tom trenutku, Sto je u skladu sa ekonomskom teorijom
(vidi [5], str. 76). Integralna reprezentacija diferencijaine jednadzbe

(21) je:
I(t) = J(a) + Inr [ I(s) ds. 22)
Rjesenje diferen‘::ijalne jednadzbe (21) uz uvijet (16) je
I(t) = Cor! (23)

$to se podudara sa funkcijom C(t) iz (5) i predstavlja zakon kontinui-
ranog ukamacivanja (kapitalizacije), a veli¢ina Inr predstavlja inten-
zitet rasta (vidi [5])- ’

Iz zakona kapitalizacije (11) na isti nadin se moZe pokazati da (19)"
vrijedi i uz promjenljiv intenzitet rasta® In r(1), tj.

K(a, t)= ft Inr(s)J(s)ds. (24)

Napomena 2.

Jednakosti (20) i (24) daju vrijednost kamata dobivenih u inter-
valu [a,t], u ovisnosti samo od iznosa ukupnog kapitala na tom, Lin-
tervalu (i faktora r), bez obzira koji dio tog iznosa u nekom trenutku
je od glavnice, a koji dio je od kamata, $to je u skladu sa principom
kontinuiranog ukamadivanja (ukamacuje se kamata kao i glavnica).

Veli¢ina i promjena glavnice G (1), uz kamatni faktor r, odreduje
veli¢inu i promjenu iznosa J (1) i sadrZana je u njemu. Na taj posre-
dan nadin glavnica utjele na kamatu. Prema tome, moZe se uzeti da

(19), (20) i (24) vrijedi i uz promjenljivu glavnicu!

3.2. Kapital se ulaZe kontinuirano

Pretpostavimo da funkcija G (t) nije konstantna. Tada iz (14) i (15)
slijedi:

K (a, t):](t)——](a)—-—(G(t)—wG(a)). (25)

Koriééenjem jednakosti (25) u (19), dobivamo slijedecu diferencijalnu
jednadzbu:

J’(t)——lnr](t):G’(t), (26)

¢ija je integralna reprezentacija:

2 U sludaju promjene godiénje kamatne stope p = p(t) u trenucima
D<ctic<t; i=1,...Kk, dekurzivni kamatni faktor r(t) = (1 + p(t)/100) je ste-
penasta funkcija sa prekidima 1, vrste u tim trenucima.
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J(t)=T(a) + nrfi(s)ds+ G(t)—G(a). 27

Rijesenje od (26) uz poletni uvijet J(0) = G (0) = G je

T(1) =r(Co+ fg(s)r—=ds), (28)
4

gdje je g (t) = G (1).

Jednakost (28) predstavlja zakon kontinuirane kapitalizacije uz
kontinuirano ulaganje kapitala (negativno ulaganje je isplata ili rashod.

Prvi ¢lan u (28) C,r je rje$enje pripadne homogene diferencijalne
jednadibe od (26), a drugi ¢lan

¥t f'g {s) r—=ds
0
jc njezino partikularno rjeSenje (vidi [3] str. 278).

Naponiena 3.

Primijetimo da se u slucaju G (t) = konst. jednadibe (27} 1 (26)
svode na (22) odnosno (21).

Napomena 4.
Relacija (17) u ovom slucaju 1ma oblik:
SRRV
J(t+ A1) = (1) rd g A ./z u (s) 1= ds. (29)

Napomena 5.

U sludaju vremenski promjenljive godis$nje kamatne stope p = p(t),
odnosno promenljivog intenziteta rasta lir = Inr(1), rjeSenje jed-
nadzbe (26) uz pocetni uvijet J (0) = C; je

I{t) = exp (Illn r(s)ds)[Cy+ Ilg (s) exp (— ,f\.ln r(v)dv)ds],
0 0 0

$to predstavlja generalizaciju opceg zakona kapitalizacije (11) u sluca-
ju promjenljivog intenziteta rasta (promjenljive kamatne stope) i pro-
mjenljivog osnovnog kapitala {(glavnice).

3.3. Uplata i isplata

Uvedimo oznake:

U (t) — uplata — ukupna uplata na intervalu [0, t],
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u (t) — gustoca uplate u @) = U (b); (nominalna strategija
uplate),

O (t) — isplata — ukupna isplata do trenutka t,

o () — gustoda isplate o (t) = O (1); (nominalpa strategija
isplate),

Q (t) — wukamacena isplata O (t) uvedan za kamatu na [0, t], koja

se dobija njegovim ukamadivanjem
poslije isplate‘, na [0,t].

Oc¢igledno je U (t), O(t)=0 za t¢ [0, o], a kako su one monotono
rastude, slijedi da su u (t), o (t)=0za tel0, oo].

Promjenljiva glavnica G (1) je, u stvari, razlika izmedu uplate i is-
plate, tj.

G(t) =U(t)—0(1). (30)

Mogude je, dakle, da glavnica poprimi 1 negativnu vrijednost (kada je
ukupna isplata veca od ukupne uplate).
Ako se samo uplacuje, iz (30) i (28) imamo:

T(t) = 1 [Cy + fu(s)r=ds], - 31)
11

$to predstavlja zakon kontinuirane uplate (kontinuiranog ulaganja).
Ako imamo samo isplatu, iz (30) 1 (28) slijedi:

J(t)=rt [Co—.fto (t) r—=ds], (32)
0

to predstavlja zakon kontinuirane isplate.

Izmedu uplate i isplate s radunske tocke gledidta, razlika je samo
u predznaku. Uplata je negativna isplata i obratno.

4. SADASNJA VRIJEDNOST

Sadasnja ili pocetna vrijednost S ukupnog iznosa kada se ulaze
(ispla¢uje) u viSe navrata dana je sa (12), odnosno (13). Moze se posta-
viti pitanje nalaZenja podetne vrijednosti ukupnog iznosa i glavnice
u svakom trenutku t u slucaju kontinuirano promjenljive glavnice.

‘Pri kontinuiranoj promjeni glavnice nije uputno upotrebljavati
termin sadagnje, a naroCito pocetne vrijednosti, jer u tom slu¢aju, po-
¢etna (sada$nja) vrijednost nije isto $to i vrijednost u pocetnom tre-
nutku, pa su moguci nesporazumi. Npr., vidi se da je (33) pocletna
vrijednost od J (1) opdenito razli¢ita od vrijednosti J () u pocetnom
trenutku, tj. od C, Zato se moZe preporuciti da se umjesto termina
podetna vrijednost koristi termin projekcija vrijednosti na pocetni
(sada$nji) trenutak.

Imamo slijedecu definiciju sadasnje vrijednosti:
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Definicija 1.

Reéi ¢emo da je S (f,t) sadadnja’® vrijednost veli¢ine f (t), ako je
f(t) =S

Reéi ¢emo da je S(f,a,t) projekcija vrijednosti velicine f(t) na
trenutak a, ako je f(t) =rt—28(,a, 1), odnosno S (f,a,t) = r2-tf (t).

S (f,a, t) se krade naziva projekcija od f(t) na trenutak a.

Ova definicija u potpunosti se slaZe sa ranijom definicijom sadas-
nje vrijednosti (vidi [4], [6] i [8]) i njezina je generalizacija. 1z Defi-
nicije 1. i (28) slijedi da je sada$nja vrjednost ukupnog iznosa (ukup-
- nog duga) dana sa:

!
S, t)=C,+ Jg(s)r=ds. (33)
0
Analogno se moZe pokazati da je

S(],at)=If{a) + J'zg (s) re=sds. | (34)

Napomena 6.

Prethodna definicija je dobra za veli¢ine koje nastaju ukamaciva-
njem (npr. J (1), Q (t). Sadasnju vrijednost veli¢ina koje su invarijant-
ne na ukamadivanje (mpr. G (1), U (1), O (t)) mozemo definirati kao sa-
da¥nju vrijednost veli¢ina koje nastaju njihovim kontinuiranim uka-
madivanjem.

Prema tome, sada$nja vrijednost glavnice je:

S(G.1)=C,+ fg(s)rds. (35)
0

5. KONTINUIRANA OTPLATA ZAJMA

U praksi su pri otplati zajma vedinom u upotrebi strategije otplate
nominalno jednakim anuitetima, u priblizno jednakim® vremenskim
razmacima. Upotrebljava se pravo Sarenilo nekorektnih metoda izra-
¢unavanja anuiteta (vidi [6]), unatol postojanju i korektnih® metoda

* Iz povijestnih razloga govorimo i nadalje o sada¥njoj vrijednosti, ali
pod tim pojmom podrazumijevamo projekciju vrijednosti na pocletni tre-
nutak t = 0.

*Tj. to je ona konstantna vrijednost koja pri kontinuiranom ukama-
¢ivanju na [0, t] daje f(t) kao ukupan iznos.

3 Npr. ako se anuiteti otplacuju svakog prvog u mjesecu, bududi da
svi mjeseci nemaju jednak broj dana, vremenski razmaci otplate se mogu
razlikovati i do 3 dana, §to u uvjetima visoke inflacije kod kratkoroCnih
zajmova, ovisno o strategiji, ne mora biti zanemarivo.

¢ Do sada poznate korektne metode podrazumevaju otplatu anuiteta
u jednakim vremenskim razmacima, a u praksi se anuiteti otplacuju u pri-
blizno jednakim razmacima,




KONTINUIRANO UKAMACIVANJE 1 STRATEGIJA OTPLATE DUGA 189

(vidi [4], [6]). Nekorektnost je posljedica nekorektne primijene prin-
cipa slozenog ukamadivanja i najéesce se radi o nekorektnom ispodgo-
disnjem ukamacivanju.

Nekorektne metode, najcedce nastale kombiniranjem sloZzenog 1
jednostavnog ukamadivanja, u sebi kriju mogucénost manipulacije (L6],
str. 252) i u pravilu ¢ine gresku u korist davaoca zajma.

Moguca je i strategija otplate varijabilnim anuitetima. Korektno
jzraéunavanje varijabilnih anuiteta za nekoliko osnovnih strategija (npr.
anuiteti rastu po aritmetickoj ili geometrijskoj progresiji) razradeno
je u [4], [7] i [8]. Do sada poznate korektne metode podrazumjevaju
konstantnu kamatnu stopu p, sa otplatom u jednakim vremenskim
razmacima, $to u praksi nije sluc¢aj, i time su prakti¢no neupotreblji-
ve. Kontinuirana otplata je njihova generalizacija 1 primijenom strate-
gija odredenog tipa taj problem se prevladava.

5.1. Otplata zajma

Promatrat ¢emo proces kontinuiranog otpladivanja zajma’ u slu-
¢aju konstantne kamatne stope.$ Ako je J (1) iznos ukupnog duga, onda
je O (1) ukupna otplata, a U (t) bi bilo ,zaduzenje'. Uz konstantan
U (t) = C, (zaduZimo se samo u pocetnom trenutku), (32) predstavija
zakon kontinuirane otplate.

Bez gubitka opdenitosti, mozemo uzeti da je O (0) =0, (u protiv-
nom se uzme da je U(0) = C,— O (0)). Slijedi da je ukupna otplata
dana sa:

O(t) = fto (s) ds. (36)
0

Ako bi otplatu O (1) ukamadivali nezavisno, tada bi ukamadena ot-
plata Q (t) prema (26) bila rjesenje diferencijaine jednadzbe:

Q' (t)—InrQ(t) =0 (). 37
uz pocetni uvjet Q (0) = 0(0) =0, tj.

Q1) = r'fo(s)r=ds. (38)
Prema Naporrfeni 6. slijedi da je

S(0,1=8(Q1) = Jo()r=ds (39)
1z (28) i (30) slijedi:

J(t) =C(t)—Q(t). (40)

7 U slucaju diskretne otplate, slijede¢i integrali se mogu zamjeniti su-
mom po trenucima s u kojima se otplacuje anuitet.
8 Slucaj promjenljive kamatne stope razmatra se u [1].
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Napomena 7.

Nigdje nije receno kakva je funkcija O (t). Ona je proizvoljna 1
ovisi o strategiji otplate. Gustoc¢u distribucije otplate o (t) zvat éemo
strategija nominalne otplate duga ili krace nominalna strategija.

Za ilustraciju, u slijedecem primjeru dani su iznosi ukupnog duga
J (t) za nekoliko razli¢itih jednoparametarskih nominalnih strategija ot-
plate (vidi (32)).

Primjer 2.

U tablici 1. dani su iznosi ukupne otplate O (t) do trenutka t iiz-
nosi ukupnog duga J(t) u trenutku t, u ovisnosti od slijedecih stra-
tegija:

a) otplata duga je konstantna,

b) otplata duga raste linearno,

c) otplata duga raste eksponencijalno sa bazom T,

d) otplata duga raste eksponencijalno sa bazom ¢ # I.

o(t) o) J (1)
A
a A At Cort— (rt—1)
Inr
B
b Bt 1/2Bt Cyrt— (rt—tlnr—1)
n’r
D
c Dr (rt—1) C,rt—Dtrt
Inr
E qt____rt
d E q — (gt —1) C,rt—E
Ing Ing—Inr

Tablica 1.

Strategije u prethodnom primjeru imaju po jednu neodredenu kon-
stantu. Opdenito moZe ih biti i vide. Slobodne konstante iz strategije
o (t) moZemo uzeti proizvoljno ili ih odrediti iz dodatnih uvjeta — uvje-
ta na strategiju, o ¢emu ce biti rijeci poslije.

Napomena 8.

Ako je strategija o (t) kombinacija strategija iz prethodnog primje-
ra, primjenom principa superpozicije (za diferencijalne jednadzbe),
ukupan iznos J (t) je suma C,r* (rjeSenje pripadne homogene diferen-
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cijalne jednadzbe) i odgovarajucih partikularnih rjeSenja iz primjera
(vidi tekst iza (28)). :

Zakon kontinuirane otplate se moZe primijeniti i u slijede¢em slu-
caju:
Promatra li se od nekog pocletnog trenutka t = 0 proces kontinu-

W

irane sje¢e Sume. Sa G, ozna¢imo koli¢inu drvene mase u pocetnom
trenutku, a sa r indeks porasta jedini¢ne mase u jedinici vremena. Neka
je J (t) koli¢ina drvene mase u $umi u trenutku t, a O (t) koli¢ina drve-
ne mase posjecenih stabala do tog trenutka. Tada vrijedi (32) i moZe
se nazvati zakon kontinuirane sjece Sume, tj. pojam otplate se zamje-

»

njuje pojmom sjece. Q(t) tada predstavlja mogucu koli¢inu drvene
mase posjecenih stabala, u slu¢aju da nisu bila posjecena.

Strategija sjeCe Sume, mo¥e npr. ovisiti o raspoloZivim tehni¢kim
sredstvima i radnicima ili npr. o kretanju cijene drveta na trzstu. Stra-
tegija otplate zajma mo’e ovisiti npr. o sposobnosti otpladivanja zajma
trazioca zajma.

Uvjet na strategiju sjece je najcesce takav da sjefa traje neogra-
ni¢eno dugo, a uvjet na strategiju otplate duga je najce$ce takav da se
dug vrati u kona¢nom vremenu.

5.2. Otplata u konaénom vremenu

Promatrajmo sada proces kontinuirane otplate, sa ciljem da se dug
vrati u trenutku t = T, tj. da je

J(T)=0. (41)

Odatle i iz (32) dobiva se uvjet otplate duga u trenutku t =T:
T
Jo(s)r—=ds=C, (42)
0

Odnosno, prema (39) vrijedi:
S(Q, T)=C,

Tj. uvjet otplate duga u nekom trenutku T kaZe da je sadaSnja vri-
jednost ukupne otplate u tom trenutku S (Q, T) jednaka sada$njoj vri-
jednosti zaduZenja u istom trenutku (C, = S (U, T)).

Uvijet otplate (42) je uvjet na strategiju o (t) i pomocu nje se u
primjeru 2. mogu odrediti slobodne konstante A, B, D i E (vidi tab-
licu 2).
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A B D E
Inr n?r C, mgq—Inr
Cotr7T ——— C,rT CyrT
7T — ] tT—Tlnr—1 T gt — 17
Tablica 2.

Neka je za otplatu zajma uzetog u trenutku t =0, zadana jedno-
parametarska nominalna strategija otplate o (t). Iz uvjeta otplate ta-
da treba odrediti neodredeni parametar. Za to je potrebno rijesiti in-
tegral u (42), a za $to je potrebno znati faktor r na intervalu [0, T], tj.
u buduéim trenucima.

U sludaju kada nije unaprijed moguce znati godiSnju kamatnu sto-
pu, kao $to je slu¢aj u praksi, nemoguce je odrediti nepoznati parame-
tar, odnosno nominalnu strategiju. Jedan od nacina da se to prevlada
je da se za r na [0, T] uzme onaj u sadasnjem trenutku ili da se na-
¢ini njegova procjena u buducnosti. Medutim, time se ocito Cini po-
gre$ka i tako odredena strategija je nekoretkna. Njezinom primjenom
poletna vrijednost otplate bila bi razli¢ita od vrijednosti uzetog zaj-
ma, i to u sludaju nepredvidivog porasta godiSnje kamatne stope na
Stetu davaoca zajma. Time davaoc zajma gubi na realnoj vrijednosti
kapitala.

Lijek u tom sludaju je uvodenje strategije koja e biti invarijantna
na promjenu kamatne stope. To je strategija koja bi se primijenjivala
u slu¢aju da je godi$nja kamatna stopa p = 0, odnosno faktor r = 1.
Ta strategija naziva se realna strategija otplate duga ili krce realna
strategija i oznaimo je sa ¢ (t). Nominalna strategija je tada revalo-
rizacija realne strategije tj.

o(t) =ql(t)r.

Iz prethodne jednakosti i (39) dobiva se da je realna strategija gusto-
¢a distribucije sadainje vrijednosti otplate, tj.

o© (t) =S (Q) t);
odnosno
S(Q,8) = (1) = ols)ds.
0

Primjenom realne strategije prethodni integrali poprimaju jedno-
stavniji oblik i ako je funkcija ¢ (t) prikladno odabrana mogu se eg-
zaktno rijesiti.
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6. DISKRETNA OTPLATA ZAJMA

Kontinuirana otplata je kontinuirani proces i kao model nije po-
godan pri radu sa novcem u praksi, jer su uplata i isplata diskretni
procesi, tj. deSavaju se u diskretnim vremenskim trenucima.

U praksi se najcedce Kkoristi model (strategija) otplate jednakim
anuitetima u priblizno jednakim vremenskim razmacima.

‘Postoji niz nekorektnih metoda za jzracunavanje anuiteta, koje su
nekorektne zbog nepostivanja principa slozenog ukamadivanja (vidi
[81). U [4], [6]1i [8] na korektan nacdin se izvodi formula za vrijednost
anuiteta R, pri otplati zajma u k jednakih anuiteta u jednakim vre-
menskim razmacima:

ylim |
R = CO r"/"‘—kl——-—}-, (43)
rkim

gdje je m broj podintervala iste duljine na koje dijelimo godinu.

Pri visokoj inflaciji, strategija nominalno jednakih anuiteta dovo-
di do toga da je prvi anuitet strahovito velik, tako da ga malo tko mo-
7e otplatiti, a zadnji realno dosta malen. Bilo bi realnije da anuiteti nisu
jednaki, nego da na neki nadin prate inflaciju ili da odgovaraju platez-
noj sposobnosti trazioca zajma tokom vremena vra¢anja. U [5], [7] 1
[8] dato je nekoliko metoda odredivanja varijabilnih anuiteta na ko-
rektan nadin.

U dosada$njoj literaturi, u planu otplate (otplatnoj osnovi) svaki
anuitet se u pravilu dijeli na otplatnu kvotu i preostali dio koji otpla-
¢uje kamate. To nije neophodno, jer pitanje podijele anuiteta na otplat-
nu kvotu i kamatni dio, u slucaju sloZenog (kontinuiranog) ukamaci-
vanja, je stvar ukusa i pristupa problemu otplate.

U vedini literature takoder se zahtijeva da prvi od varijabilnih
anuiteta bude veéi od kamata do trenutka prve otplate. Taj uvjet je
posljedica uvjeta otplate duga u konalnom vremenu u strategiji no-
minalno jednakih anuiteta. U sluaju varijabilnih anuiteta to nije nu-
Zan uvjet.

Moze se postaviti slijedece pitanje:

Koliki mora biti anuitet R,(b), otplacen u trenutku b, da bi uku-
pan:dug u tom trenutku po otplati anuiteta, bio kao da smo dug ot-
pladivali kontinuirano sa strategijom otplate o(t) na intervalu [a,b]l?

Iz (39) i &injenice da sadadnje vrijednosti obiju veli¢ina moraju
biti jednake slijedi da je:

R (b) = r* (S(Q,b)—S (Q,a)) = rbIb(O(S) r— ds. (44):

Anuitet R,(b) predstavlja diskretni ekvivalent kontinuirane otplate na
intervalu [a, b].

Neka se u proizvoljnim trenucima t;, t,...t, otplacuju anuiteti
R, i=1,...,n. Za zadanu kontinuiranu strategiju o(t), prema (44)
mogu se odrediti anuiteta R, kao diskretni ekvivalent kontinuirane ot-
plate na intervalu [t,_,t]1, tj. vrijedi:
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R, = rtfj o(s)r-—sds; i=1,...,n, (45)

gdje je t, = 0 trenutak uzimanja zajma.

Do istog rezultata mozZe se docdi i polazeci od jednakosti (29) u Na-
pomeni 4, ne pozivajuéi se na sadaSnju vrijednost. Ovo je jedan na-
¢in generiranja diskretnih strategija otplate u proizvoljnim trenucima,
na osnovu kontinuirane strategije o(t). Na primjer, strategija o(t)
moze opisivati distribuciju sposobnosti otpladivanja zajma trazioca
zajma. Izbor, K odgovarajude diskkretne strategije varijabilnih anuiteta,
a u skladu sa zahtijevima banke, moZe se prepustiti traZiocu zajma,
¢ime mu se izlazi u susret.

Uvjet otplate ukupnog duga u trenutku t, =T je u stvari uvjet
na strategiju o(t).

Primjer 3.

Poslovan &ovjek u trenutku f, = 0 uzima zajam na T godina uz
godi$nju kamatnu stopu p (r = 1 + p/100). Dug treba vratiti u n anui-
teta u proizvoljnim, ali unaprijed danim trenucima 0<t, <t <...
<t, =T. Zajam se ulaze u posao koji ¢e donijeti odredenu dobit.
Oc¢ekuje se da de distribucija (raspodjela) dobiti, tokom otplate zaj-
ma, imati funkciju gustoée K q'(r = q > 1). Kako bi opterecenje ot-
plate na dobit bilo relativno jednoliko, za strategiju kontinuirane ot-
plate odaberemo funkciju koja se ponasa kao i funkcija gustoce dist-
ribucije dobiti (otplata prati rast dobiti). Postavlja se pitanje nalaZe-
nja anuiteta Cija ¢e distribucija u tom smislu odgovarati ocekivanoj
distribuciji dobiti. Odaberimo strategiju kontinuirane otplate oft) =
E q!, sa neodredenim parametrom E (vidi Primjer 2.d).

Iz uvjeta otplate (42) u trenutku T, i (45) dobije se da je i-ti
anuitet

qti b ti—l P rti - l‘.-_,

Rf = C{) 1’T qti'—' . (46)
U slu¢aju ekvidistantnih trenutaka otplate (t;—t;_; = const.)

R, = ba, (47)
gdje je

qT/n — rT/n
a=4q™; b=CtT ——m—— ,
qT — rT

tj. anuiteti rastu po geometrijskoj progresiji (vidi [8], str. 148).
U sluCaju g=r
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l ti—tig
Ri = Co Y i
T

Primjer 4.

U trenutku t, = 0, uzet je zajam od 1,000.000 dinara, na 1/2 godi-
ne (1 godina = 365 dana) uz konstantnu godi$nju kamatnu stopu
p = 850% (r =9,5), koji treba otplatiti sa 6 anuiteta u jednakim vre-
menskim razmacima, t; = i/12 (godina). Nadimo anuitete koriste¢i kon-
tinuiranu strategiju otplate oty =Eqt, za q=35. 1z (47) dobiju se
anuiteti:

R, = 228 870 (232.364)
R, = 261720 (266.399) .
R; = 299 284 (294.006)
R, = 342241 (348.616)
R, = 391 362 (384.743)
R, = 447 534 (456.204)

U slutaju da se dobiveni anuiteti ne otplaéuju u jednakim wvre-
menskim razmacima nego svakog prvog u mijesecu, tj. u priblizno jed-
nakim razmacima njima se otplati 99.3718% zajma. Odnosno suma
sada¥njih vrijednosti anuiteta je za 6.282 dinara manja od uzetog
zajma.

Vrijednosti u zagradama predstavljaju korektne vrijednosti anui-
teta u slu¢aju otplate svakog prvog u mjesecu.

Primjer 5.

Promatrajmo prethodni primjer u slucaju da je zajam uzet
01. 07. 89. i da ga treba otplatiti sa 4 anuiteta u razli¢itim vremen-
skim razmacima. Neka se prvi anuitet otplacuje 01. 09. 89, drugi 25.
10. 89, tredi 01. 12. 89. i Cetvrti 01. 01. 90. Tada je t, = 62/365, t, =
116/365, t; = 1537365, t, = 184/365.

Prema (46) dobije se slijedeci plan otplate.

Plan otplate

datum otplate : anuitet ostatak duga
01. 07. 89. 0 1 000 000
01. 09. 89. 547 724 918 091
25. 10. 89. 600 988 679 971
01. 12. 89. 477 475 376 808
01. 01. 90. 456 205 0

U slucaju promjenljive kamatne stope, neotpladeni anuiteti se mo-
gu revalorizirati pri svakoj promjeni kamatne stope.
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Primjer 6.

Dana 10. 01. 1989. uzet je zajam od 1,000.000 dinara, koji treba ot-
platiti sa 4 anuiteta, tako da se svakim anuitetom otplati jedna Cetvr-
tina sada3nje vrijednosti zajma. Anuitete neotplacene do trenutka pro-
mjene kamatne stope treba revalorizirati. Anuiteti ¢e se otplatiti u
dane: 01. 03. 89, 01. 04. 89, 05. 05. 89. i 01. 06. 89. GodiSnja kamatna
stopa p mijenja se svakog prvog u mjesecu, kako je prikazano u tab-
lici 3.

U tablici 4 dati su nominalni iznosi anuiteta u trenutku uzima-
nja zajma 1 njihovi revalorizirani iznosi, pri svakoj promjeni godisnje
kamatne stope.

mjesec 1. 2. 3. 4, 5.
p (%) 347 504 916 689 1477
Tablica 3.

dan izracunavanja anuiteti
anuiteta R, R, R, R,
10. 01. 89. 306919 348 542 400 711 447 648
01. 02. 89. 314088 * 365 920 432 654 494 215
01. 03. 89. 314 088 382445 * 474 637 563 435
01. 04. 89. 314 088 382 445 463 588 540 121
01. 05. 89. 314 088 382 445 467 120 * 572 842 *
Tablica 4.

Vrijednosti oznadene zvijezdicom su nominalne vrijednosti anui-
teta koji se otpladuje u unaprijed odredenec dane.

7. ZAKLJUCAK

Generalizacija opéeg zakona kapitalizacije u slucaju promjenljive
glavnice i promjenljive kamatne stope opisuje odnose izmedu ukupnog
iznosa kapitala, glavnice kao osnovnog kapitala i intenziteta rasta,
odnosno kamatne stope. Takoder nam omogucava promatranje pro-
cesa kontinuirane otplate.

Sa kontinuirane otplate, koriste¢i disketni ekvivalent, mozZe se
prije¢i na potpuno korektnu diskretnu otplatu varijabilnim anuiteti-
ma u proizvoljnim trenucima. Anuiteti se mogu izracunavatj KoriSte-
njem odgovarajudeg softwarea? To je potpuno nov nalin generiranja

? Izracunavan]a u primjerima obavljena su na IBM — kompatlbllnorn
personalnom raunaru na bazi vlastitog softwarea. .
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diskretnih strategija otplate na osnovu proizvoljnih kontinuiranih
strategija. Na taj nalin moguce je naci diskretnu strategiju otplate
koja omogucava korektnu otplatu duga prilagodenu ocekivanoj platez-
noj sposobnosti trazioca zajma.

U slucaju promjenljive kamatne stope p takoder je mogudce, ko-
riste¢i realnu strategiju, na korektan nacin izraCunavati i revalorizi-
rati anuitete u skladu sa odabranom strategijom.

Primljeno: 28. 06. 1989.
Prihvadeno: 14. 11. 1990.

LITERATURA

[1] D. Franciskovi¢, Continuous capitalization and debt management, VII
Conference on Applied Mathematics, Osijek 1989. Sept. 13—15. Studij
elektrotehnike i Ekonomski fakultet, Osijek 1990.

[2] S. Kurepa, Matematicka analiza I — Diferenciranje i integriranje, Teh-
ni¢ka knjiga, Zagreb 1980.

[3] S. Kurepa, Matematicka analiza II — Funkcije jedne varijable, Teh-
ni¢ka knjiga, Zagreb 1980.

[4] Lj. Marti¢, Kvantitativne metode za financijske i racunovodsivene ana-
lize, Informator, Zagreb 1980.

[5] V. Muskardin, Suvremeni pristup financijskoj matematici, Ekonomska
analiza, No. 1 Vol. 19, 1985, pp. 75—99.

[61 R. Scitovski, Ispodgodisnje ukamadivanje, Ekonomska analiza, No. 2
Vol. 21, 1987, pp. 243—257.

[71 M. Silac, Otplata zajma varijabilnim anuitetima, Ekonomska analiza,
No. 2 Vol. 23, 1989, pp. 185—197.

[8] B. Trklja, Finansijska matematika, Savremena administracija, Beograd
1985.




198 DRAGO FRANCISKOVIC

GENERALIZATION OF CONTINUOUS
CAPITALIZATION AND STRATEGY OF REPAYMENT

Drago FRANCISKOVIC
Summary

Using the principle of continuous capitalization the general law
of capitalization is derived when original capital is time changeable.
In particular, continuous debt management is considered. The idea
of nominal and real strategy of repayment is introduced. Also, the
condition of repayment in definitive time if given.

This paper defines the discrete equivalent of continuous repay-
ment, by which the discrete debt management is possible.

In the case of changeable rate of interest, using the real strategy
of repayment, it is possible to ensure the correct computation and
revalorization of annuities.




