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1. UVOD

Oslanjajuéi se na prvi dio ovog pregleda, objavijen u Casopisu
"Ekonomska analiza” br. 4/89, u kojem - je izloZena osnovna ideja
procesa stabilne optimalizacije modela matemati¢kog programiranja
(modela MP), te pregled rezultata vezanih uz analizu stabilnosti kon-
veksnih modela MP, ovaj dio pregleda daje prikaz rezultata vezanih
uz karakterizaciju optimalnosti konveksnih modela MP.

Podsjetimo se, ukratko, da je predmet izulavanja ovog Pprocesa
konveksni model MP (K, §):

min f° (x, 8)
uz ograniCenja:
fi(x,0) <0,ieP,
gl

gdje je x = [x;] Rr vektor varijabli (odlucivanja), § = [8,] = R?
vektor parametara (ulaznih podataka), P={1,2,...,m}konacan skup
indeksa ogranidenja, fi(x,0), i€ {0} UP, funkcije neprekinute po x i
po 0 te konveksne po X za neko 8 = I, dok je I < RP konveksan kom-
pakt.!

* Bkonomski fakultet, Zagreb.

1 § = 1 nije ogranifavajuca pretpostavka — I moie biti i &itav RF, ali
se pretpostavlja da za vedinu realnih sistema variranje parametara naj-
teide ima ‘smisla samo unutar nekog zadanog konveksnog kompakta (in-
tervala).
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Svakako fiksno § =1 odreduje korektnu realizaciju modela, tj.
pripadni matematicki program.

Model (K,8) promatra se kao ’'crna kutija” koja za svaki ulaz

§ = I generira odgovarajudi izlaz {F(@), E(e), ?(9)}, pri demu je

F()={xeR":fi(x,0) =0,i = P} — dopustiv skup, (1.1)
;(9) — optimalno rjeSenje,
F(§) = {x(6)} — skup optimalnih rjesenja, (12)

?(9) = fo (;(B), f) — funkcija optimalne vrijednosti. (1.3)

Pri tome, model (K,0) uvijek se promatra obzirom na neko refe-
rentno, pocetno stanje § = §°, odnosno. pocletnu realizaciju (K, §°).
Primjena optimalizacije modela MP ograni¢ava se samo na modele
(K, 8) s takvim funkcijama cilja f° (x,0) za koje poletno stanje § = g°

generira omeden i neprazan skup optimalnih rjeSenja F (6°). Za takve
funkcije cilja kaze se da su realisti¢ne u g°.

Osnovni zadatak optimalizacije modela matemati¢kog programi-
ranja jest odredivanje "najprihvatljivije” stabilne putanje od inicijal-
nog (po¢etnog) ulaza §° do lokalno optimalnog ulaza §* tj. ulaza koji

lokalno optimalizira funkciju optimalne vrijednosti f(§). Tada je pri-
padni program (K, 0*) lokalno optimalna realizacija modela (K, ) ob-
zirom na pocetni ulaz §°. Naravno, lokalno optimalni ulaz i pripadna
lokalno optimalna realizacija modela nisu jedinsiveni jer njihovo od-
redivanje ovisi o podetnom ulazu §° (za razli¢itc §° mogu se dobiti bit-
no razli¢iti §*) te o izboru strategije kojom se poboljSava vrijednost
funkcije cilja.

Proces optimalizacije modela matematickog programiranja odvija
se u Cetiri etape:

I etapa: lokalna analiza stabilnosti modela (K, §) pri pocetnom ula-
zu @ = 0%

II etapa: konstrukcija stabilne putanje od pocetnog ulaza § = 6° do
nekog "boljeg” ulaza §, tj. stabilne putanje po kojoj se

smanjuje vrijednost funkcije optimalne vrijednosti f(0);

IIT etapa: identifikacija lokalno optimalnog ulaza 6* 1 pripadne lo-
kalno optimalne realizacije modela (K, §%);

IV etapa: izbor "najbolje”, tj. najprihvatljivije putanje «(f) izmedu
svih stabilnih putanja §°— 0*. '
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Prva etapa detaljno je izloZena u prvom dijelu ovog pregleda dok
se ovdje mogu nadi rezultati vezani uz trecu etapu ovog procesa. Dru-
ga i detvrta etapa numeri¢ke su prirode i njihovo provodenje ovdje je
samo skicirano.

Kao matemati¢ka priprema u ovom dijelu pregleda ukratko je
izlozena tzv. BBZ teorija uvjeta optimalnosti u konveksnom programi-
ranju, na ¢ije se rezultate oslanja trea ctapa stabilne optimalizacije
konveksnih modela MP. Analiza neprekinutosti funkcija Lagreange-ovih
multiplikatora modela MP pripremno je poglavlje za centralni dio ra-
da — prikaz nuZnih i dovoljnih uvjeta optimalnosti ulaza konveksnih
modela MP. Takoder je izloZena i skica metode za odredivanje opti-
malnog ulaza, bazirane na tzv. formuli za marginalnu vrijednost. Na
kraju, spomenuto je i nekoliko specificnih problema optimizacije mo-
dela MP (komplementarni problem, vremenski ovisna optimalizacija
modela MP te primjena optimalizacije modela MP u nelinearnom pro-
gramiranju, uz $to je vezan i novi koncept tzv. sirukturne optimalno-
sti}. U zakljuénom dijelu spomenuta su irenutna ogranienja optimali- .
zacije modela MP te neke mogucnosti njene primjene u ekonomiji.

2. MATEMATICKA PRIPREMA

U konveksnom programiranju, najpoznatiji uvjeti optimalnosti su
Karush-Kuhn-Tuckerovi (KKT) uvjeti te Fritz Johnovi (FJ) uvjeti opti-
malnosti. Medutim, ni jedni ni drugi uvjeti ne daju potpunu karakte-
rizaciju optimalnosti konveksnih programa, ve¢ su potrebne neke do-
datne pretpostavke na strukturu ograniCenja programa, poznate kao
Jkvalifikacija ogranifenja” (Cije je zadovoljenje potrebno da bi Ka-
ruch-Kuhn-Tuckerovi uvjeti bili i nuzni, a ne samo dovoljni), odnosno
redukcioni uvijeti” (¢ije je zadovoljenje potrebno da bi Fritz Johnovi
uvjeti bili dovoljni, a ne samo nuZzni). Ben-Tal — Ben-Isracl — Zlobec
(BBZ) teorija uvjeta optimalnosti, predmet izlaganja ovog poglavlja,
prva daje nuine i dovoljne uvjete optimalnosti konveksnih programa
bez ikakvih dodatnih pretpostavki na strukturu programa. Ona jc kon-
struktivne prirode a pristupa karaktcrizaciji optimalnosii neke dopus-
tive totke konveksnog programa koristenjem podskupova skupa aktiv-
nih ogranienja u toj tocki. BBZ teorija,uvjéta optimalnosti obuhvaca
i neke nekonveksne programe. Medutim, kako se ovaj rad ograniCava
samo na konveksne modele, ovdje je izloZzen kratki prikaz osnovnih
rezultata BBZ teorije koji se odnose na konveksne diferencijabilne i
nediferencijabilne programe, a koji predstavljaju osnovu na kojoj se
bazira karakterizacija optimalnosti konveksnih modela matematickog
programiranja. (Rezultati su navedeni bez dokaza koji se nalaze u npr.
[01], [12]. Osnovni pojmovi koriteni u ovim rezultatima, iako. definira-
ni i u prvom dijelu ovog pregleda, navode se i ovdje radi lakSeg razu-
mijevanja. '
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2.1. Osnovni pojmovi

Definicija 2.1.

Neka je F < R zatvoren konveksan skup i neka je x* « F. Tada vektor
d € R predstavlja dopustivu smjer na F u x* ako postoji T > 0 takvo da

je
x*+tde Fvre [0,T]. _ (2.1)
Skup svih dopustivih smjerova na F u x* oznadava se s D (F, x*).

Definicija 2.2.

Za neku funkciju f: R— R» | to¢ku x* < dom f te za neku relaciju ,,R",
definira se skup

DR (x*) = {d e R*: 3T > 0 = f {x* + td) Rf (x*) ¥t = [0, T} (2.2)
Konkretno, za "R”=""<","=" itd, definiraju se

D,.<(x*} ={deR': 3T > 0> f(x*+ td) < f(x*) ¥t [0, ]} (23)
{skup smjerova opadanja funkcije f u x*),

Di=(x*) ={deR': 3T >0sf(x* + td) = fx*}) ¥t < [0, T] 3 (2.4)
(skup smjerova konstantnosti funkcije f u x*), itd.

Za skup funkcija {f*:k e Q = P} koriste se slijedede oznake:

DR (x*) = DR (x*%), (2.5)
f

DoRix* = N DR(x*), (2.6)
ke

gdje se za (} = 0, DR (x* interpretira kao R

Skup D= (x*) kao iskup D; = (x*)) je po definiciji konus dok je
skup D,< (x¥) tupt konus.? Ako je f konveksna funkcija, D[< (x*) i
D; = (x*) su konveksni dok je D;= (x*) konveksan konus ako je f kon-

veksna funkcija j diferencijabilna u x*. Za diferencijabilne funkcije
vrijedi i

D;S(x*) = {d: V f(x*)7d < 0} (2.7

* Za neki skup C kaZe se da je konus ako vrijedi;
xel Ah=0=)xe(,

a da je tupi konus ako vrijedi:
xeC v>0=rxeC.

]
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(8to ¢e se koristiti u prikazu uvjeta optimalnosti diferencijabilnih kon-
veksnih programa pomocu gradijenata). Nadalje, za konveksne funkcije
vrijedi i slijedece:

D5(x%) = DyS(x*) U Dy~(x*). (2.8)

Za tzv. vierno konveksne funkcije’ moze se pokazati da skup smje-
rova konstantnosti od f u x* ne ovisi o x*, tj. da je

) (2.9)

gdje je N(A) nula-prostor matrice A.

Ay

a

Dy~ (x*) = N(

Definicija 2.3.

Neka je konveksan skup F reprezentiran konalnim skupom ograni-
denja (nejednadibi):

F={xeR*: filx) =0, i € P} 2.10)

gdje je P konaéni skup indeksa a fi, i € P, konveksne funkcije. Tada
je za neko x* e F

P(x*)={ie P:fi(x*) =0} (2.11)
skup indeksa aktivnih ogranicenja u x*.
Nadalje, definira se skup

P== n P(x)={ie P:{{x) =0¥%¥xeF} (2.12)
xeF

minimalni skup indeksa aktivnih ogranicenja na skupu F.

Obzirom da je P= € P(x*) € P, uvode se i slijedece oznake:

P<(x*} = P(x*)\\P= — komplement od P= obzirom na P(x*) (2.13)

p<= P\P- — komplement od P= obzirom na P. (2.14)

Za konveksan skup F (definiran kao u definiciji 2.3) moguce je
pomodu skupa P(x*) uspostaviti vezu izmedu skupa dopustivih smje-

3 Funkcija f:R*— R je vjerno konveksna ako se moze prikazati kao
f(x) =W(Ax + b) + a'x + ¢, (2.F1)

gdje je A matrica reda mxn, aib vektor-stupci reda n i m respektivno,
C skalar a h:R®— R striktno konveksna funkcija.
U vjerno konveksne funkcije spadaju sve analiticke konveksne funkcije.
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rova i skupa nerastu¢ih smjerova funkcija ogranicenja:

D (F, x*) = D p )" (x¥), (2.15)

1] skup mogudih smjerova na skupu F u x* jednak je presjeku sku-
pova nerastucih smjerova svih aktivnih ogranicenja u x*.
Definicija 2.4.

Skup svih vektoru x e R koji zadovoljavaju ogranicenja aktivna na
citavom skupu F oznadava se s F= ; definira na slijedeéi nacin:

F=={xeRr:fi(x) =0 Vie P=}, (2.17)
pri cemu je F= = Rn 7q P= = (.

Treba primijeniti da je F- moguce zapisati i kao

F= = {xe R filx) <0 Vie P-}, 2,17)

§to je posljedica (2.16).
MoZe se pokazati da za vjerno konveksne funkcije ogranicenja
vrijédi

F==2xv 4 0 D7 (xv), (2.18)
isP
gdje je x° € F proizvoljna ali fiksna tocka u F.

Definicija 2.5.

Neka je F neprazan skup u R Tada je F+ polarni (ili dualni) skup
od F tj. skup svih vektora Yy € R" koji daju nenegativan skalarni pro-
dukt sa svakim x € F:

F+:{yeR{’.'xEF:>}'7’x20}. (2.19)

. Polarni skup svakog skupa zatvoren je konveksan konus. Pojam
polarnog skupa koristi se u odredivanju uvjeta optimalnostj u dual-
noj formi, primjenom tzv. teorema separacije (u BBZ teoriji koristi
se poopdeni teorem Dubovitskii-Milyutin-a, vidjeti [01]).

Obzirom da ovaj prikaz uklju¢uje i uvjete optimalnosti za nedi-
ferencijabilne konveksne programe, uvodimo i sljededi pojam:

Definicija 2.6.
Vektor y € R je subgradijent funkcije f: R"—> R u x* ako je

H(2) = f(x%) + 9T (z— x*) Vg, o (2.20)
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Skup svih subgradijenata naziva se subdiferencijal i oznalava s f(x*).

Za opéenitu funkciju f, subgradijent nije jedinstven. Medutim, ako
je f konveksna 1 diferencijabilna, njezin subgradijent u nekoj tocci

jedinstven je i upravo jednak njenom gradijentu u toj tocct, tj.
f(x*) = { VE(x®) }.

2.2. Karakterizacija optimalnosti konveksnih programa pomocu pod-
skupova skupa aktivnih ogranicenja

Promatra se konveksan program (K):

min fo(x)
p.o.
filx) =0,ie P

gdje su fi:R">R, ie{0}UP, neprekinute konveksne funkcije i
P={12,..., m}, konacan skup indeksa.

U konveksnom programiranju optimalnost se karakterizira pomo-
¢u odsustva dopustivih smjerova koji poboljsavaju (smanjuju) vrijed-
nost funkcije cilja fo (tzv. korisnih smjerova):
dopustiva toc¢ka x* programa (K) optimalna je ako, i samo ako, je

DU<(.?C*) N Dp(xa'c)é(x"“)‘ = (221)
(podsjetimo se da je skup dopustivih smjerova jednak DP(X*)ﬂ (x*)).

Teorem 2.1. (Multi-Q karakterizacija optimalnosti)
Dopustivo rjeSenje x* od (K) optimalno je ako, i samo ako, za svaki
podskup Q od P(x*) vrijedi:

D,<(x*) N D pyap (") N Dor(x*) =0, (2.22)
odnosno, dualno, za svaki podskup Q od P(x*) postoje vektori

y e (Di< (x*))+, i e {0} U (P(x*)\Q), ne svi nula, takvi da je

.y & —[Do~(x9)]".
1 e {0} U (P(x*)\2)

Ovaj uvjet optimalnosti moguée je za diferencijabilne funkcije
izraziti i jednostavnije, pomocu gradijenata: ’
Korolar 2.1.

Dopustivo rjelenje x* difrencijabilnog konveksnog programa (K} opti-
malno je ako, i samo ako, za svaki podskup Q od P(x*), sistem .
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Vo (x*)Td < 0,
Vi (x*)Td < 0, i< P(x*)\Q (2.24)

de DQ =(x*)

nema rjedenja, odnosno dualno, ako, i samo ako, je za svaki podskup
Q od P(x*), sistem

w V() + I w Vi (x%) €[ Dy (x4 ]+
ie P(x*)\Q

U, =z 0, u; = 0, i € P(x*)\Q, ne svi nula,
rjesiv.

Analogni rezultat moguce je dobiti i za nediferencijabilne kon-
veksne programe zamjenom gradijenata subdiferencijalima (¢ime se
za svaki () dobiva skupovna relacija). (Za detaljniju informaciju vid-
jeti [01], [15].)

AKko sa p* ozna€imo kardinalni broj od P(x*), teorem 2.1 (odnosno
korolar 2.1) daje 2% nuznih uvjeta optimalnosti — po jedan za svaki
podskup ). Na primjer, ako se za () odabere prazan skup ($to je ta-
koder podskup or P(x*)), dualna tvrdnja korolara 2.1. daje (zbog
(RM+ = {0}):

"dopustivo rjeSenje x* diferencijabilnog konveksnog programa (XK) op-
timalno je samo ako sistem

u, Vo (xt) + 1 u; Vfi(x¥) =0 (2.26)
i & P(x*)

U, 2 0, u; = 0, i € P(x*), ne svi nula
ima rjeSenje”.

U gornjoj tvrdnji moZe se prepoznati tzv. Fritz Johnov nuZan uv-
jet optimalnosti. Pod odredenim uvjetima, tzv. redukcionim uvjetima,
ovaj uvjet predstavlja i dovoljan uvjet optimalnosti. Jedan takav uv-
jet je da su sve funkcije ograni¢enja, aktivnih u x*, striktno konveks-
ne. Drugi redukcioni uvjet je da se sve varijable koje daju ne-nultu
parcijalnu derivaciju funkcije cilja pojavljuju u restrikcijama funk-
cija svih ogranienja koja su aktivna u x*.4

* Ako za funkciju f*:R*— R oznatimo s [k] skup “indeksa varijabli
0 kojima f* zaista ovisi (j = [k] ako postoji n—1 vrijednosti &, G, ..., %,
Eisy-.., En takvih da je £5(7,, G ooy Bi-, oy oo+, Go) razlidito od konstante),

tada je fi9: R 5 R restrikcija funkcije f*, definirana kao
fi%xw) = f¥(x) ¥ x R, (2.F2)

pri ¢emu je xu; podvektor vektora x — [x1 = R", definiran xu; = [x;],
J-€ [k]. (Za detalje pogledajte [04].)
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Vidljivo je da je izbor () = 0 pogreSan jer, bez ukljulivanja osta-
lih podskupova od P(x*) ne osigurava dovoljnost uvjeta optimalnosti
(bez dodatnih pretpostavki). Medutim, postoji samo jedan konkretan
podskup od P(x*) koji daje potpunu karakterizaciju optimalnosti do-
pustive tocke x*, a to je P=. Naime, minimalni skup indeksa aktivnih
ograni¢enja P= ima odredena svojstva koja to omogudavaju, a to su:

a) P= je maksimalan podskup od P(x*) sa svojstvom da, za svako
ie Q, vrijedi

d € D(F, x*)=> d € D;=(x*), (2.27)
b) ako je P< (x*) = 0, tada za svaki podskup ) od P= vrijedi:

=0 ako je Q = P=
D <(x*) N D =(x*
P(x*)\Q ) {2 ‘ { #= ( ako je ) # P=, (2.28)

¢) konus D, = =(x*) je konveksan.

Ova svojstva omogudavaju slijedecu karakterizaciju optimalnosti
za konveksne programe:

Teorem 2.2. (P= karakterizacija optimalnosti)

Dopustivo rjeSenje x* programa (K) je optimalno ako, i samo ako,
vrijedi

D,S(x*) 0 Dp < (yo)~(x*) 0 Dp = = (x*) =0, (2.29)
odnosno dualno, ako, i samo ako, postoje vektori
o < 31+ 4 { < *) )+ ; < * : g
0 = ye e (D, S(x*))* i yi & (D(x*))+, i eP™>(x*), takvi da je

AT ye—IDp == (x]I" (2.30)
i€ Py .

I ovaj teorem mogude je pojednostaviti za diferencijabilne prog-
rame, pomocu gradijenata (odnosno subdiferencijala za nediferencija-
bilne konveksne programe):

Korolar 2.2.
Dopustivo rjesenje x* diferencijabilnog konveksnog programa (K) op-
timalno je ako, i samo ako, sistem

V fo(x*)Td < O,

Vfi(x*)Td <O, i « P<(x*),
(2.31)
de Dp == (x*)
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nema rjesenja, odnosno dualno, ako, i samo ako, sistem

V()4 T wVfi(x) e Dy = = (x)]+, (232)
ieP<(_\<*) '

u; = 0, i « P<(x*), ne svi nula,
ima rjesenje.

U specijalnom sluc¢aju, kada je P= = 0, dualna tvrdnja korolara 2.2.
kaze:

»dopustivo rjesenje x* diferencijabilnog konveksnog programa (K) op-
timalno je ako, i samo ako, sistem

V fob(x*) + YT w, V fi(x*) =0 o (2.33)
i P(x*)

u, =20, i P(x¥)
ima rjesenje.«

Sistemu (2.33) ekvivalentan je sistem

Vfo(x*) o ouw; VI(x¥) =10, - (2.34)
i P

u; fifx*) =0, i € P, _ - (2.35)

u; =0, iec P, : O (2.36)

§to, u stvari, predstavlja poznate Karush-Kuhn-Tuckerove uvjete opti-
malnosti (pri ¢emu su uvjeti (2.35) tzv. uvjeti komplementarnosti). U
stvari, pretpostavka P= = 0 predstavlja tzv. Slatcrov uvjet:

Jx:fi(x) <0, ¥ieP, (2.37)

u BBZ formalizmu. Poznato je da je zadovoljenje Slaterovog uvjeta
(ili neke druge kvalifikacije ograni¢enja kao npr. uvjeta da su gradi-
jenti svih ogranienja aktivnih u x* nenegativno linearno nezavisni)
pretpostavka nuznosti Karush-Kuhn-Tuckerovih uvjeta. Ovdje se vidi
da oni predstavljaju samo jedan, prili¢no restriktivan specifi¢an slu-
¢aj u okwiru karakterizacije optimalnosti pomodéu skupa P=.

Ova karakterizacija (teorem 2.2. i korolar 2.2) daje nuZne i dovolj-
ne uvjete optimalnosti izraZzene samo jednim sistemom (koji odgovara
P=) nasuprot 2F* sistema u multi-() karakterizaciji (teorem 2.1. i koro-
lar 2.1), $to je ¢ini znatno operativnijom i ovoj potonjoj dodjeljuje sa-
mo historijski znacaj kao prvoj potpunoj karakterizaciji. optimalnosti
u konveksnom programiranju.

P= — Xkarakterizacija optimalnosti ilustrirana je primjerom:
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Primjer 2.1.

Promatra se sljedec¢i konveksan program:

MinfD(X) :x1+x_7(x2—])

p. o.
filx)=—x,+x2+1=0,
fflx)=x—x,—2=<0,
fP(x)=x—1=0.

Ovdje je odigledno P= = {1, 3}. Testiraju¢i optimalnost dopustivog rje-

Senja x* = kori$tenjem dualne tvrdnje korolara 3.2. (P= karakte-

0

rizacija optimalnosti za diferencijabilne konveksne programe), dobiva
se sistem: S

R

u, > 10

koji oligledno ima rjeSenje. Dakle, x* jest optimalno rjeSenje ovog
programa. Lako je pokazati da ovo rjeSenje ne zadovoljava Karush-
-Kuhn-Tuckerove uvjete optimalnosti (sistem 2.34—2.36. nema rjeSenja
— izraz 2.34. daje u, = —1 tj. kontradikciju s 2.36), $to je posljedica Ci-
njenice da je P= = 0.

2.3. Karakterizacija optimalnosti konveksnih programa pomocu
ogranicene sedlaste tocke

Poznato je da su Karush-Kuhn-Tuckerovi uvjeti optimalnosti ekvi-
valentni tvrdnji da je (uz zadovoljenje Slaterovog uvjeta) dopustivo
rjeSenje x* konveksnog programa (K) optimalno ako, i samo ako, po-
stoji u* = [u;] € R™, (R™, je nenegativni ortant od R™ a m = card(P),
tj. broj ograni¢enja) takav da je u* fi (x*) = 0,1 € P, a da je par (x*, u*)
sedlasta toc¢ka Lagrange-ove funkcije:

Lix,u)=f(x)+ ¥ uf(x), (2.42)
ieP
tj. da vrijedi tzv. nejednakost sedla:

L(x*,u)<L(x*u*)=<L(x,u*) ¥xe R, Y uecR",. (2.43)

Ukoliko konveksan program (K) ne dozvoljava Slaterov uvjet, gor-
nji uvjet je samo dovoljan (dovoljan je i za nekonveksne programe)
ali ne i nuzan. To znaci da se moZe dogoditi da program ima optimalno
rjeSenje ali da Lagrange-ova funkcija nema sedlastu toc¢ku.
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Koritenjem instrumentarija BBZ teorije uvjeta optimalnosti mo-
gude je dati analognu karakterizaciju bez ikakvog zahtjeva za kvalifi-
kacijom ograni¢enja. To se postize koriStenjem tzv. ograniCene Lag-
range-ove funkcije, definirane na slijededi nadin:

L<(x,u) =fo(x) + I wf(x) (2.44)
i e P<

Ova funkcija poklapa se s ,,obi¢nom” Lagrange-ovom funkcijom u slu-
¢aju kada je P= = 0 tj. kada je zadovoljen Slaterov uvjet.

Teorem 2.3. (sedlasta karakterizacija optimalnosti)

Neka toéka x* € F= je optimalno rjleenje konveksnog programa (K)
ako, i samo ako, postoji nenegativan vektor u* = [w;], ie P<,

takav da je par (x*,u*) ogranicena sedlasta toéka’ tj. da vrijedi:

L<(x*, u) = L<(x* u*) = L<(x,u*) ¥ x € F=, Yu e Ry, (2.45)
gdje je R, nenegativan ortant od R* a q = card (P<}

Vazno je uoditi da jc primjena ograni¢ene Lagrange-ove funkcije
uzrokovala dodatnu promjenu u nejednakosti sedla u smislu potrebe
njenog zadovoljenja za svako x € F= a ne vide za svako x € R, §to je
posljedica iskljucivanja iz Lagrange-ove funkcije onih ograniCenja koja
su aktivna na ¢itavormn dopustivom skupu.

Ukoliko je zadovoljen Slaterov uvjet, teorcm 2.4, poklapa se s Ka-
rush-Kuhn-Tuckerovom karakterizacijom pomocu sedlaste to¢ke jer tada
je ne samo L (x,u) = L< (x, ) veé¢ i F= = R~

Karakterizacija optimalnosti pomocu ograni¢ene sedlaste tocke iz-
lozena je u [23], u kontekstu teorije dualnosti u konveksnom progra-
miranju. Za temu ovog pregleda ona je posebno znalajna jer karak-
terizacija optimalnosti ulaza u optimalizaciji modela matematickog
programiranja predstavlja njcno prirodno prosirenje na konveksne
modele matemati¢kog programiranja.

Sedlasta karakternizacija optimalnosti ilustirirana je jednostavnim
primjerom iz prethodnog odjeljka:
Primjer 2.2.

Promatra se konveksni program iz primjera 2.1. Za testiranje optimal-

, konstruira se ogranitena Lag-

0

1
nosti dopustivog rjesenja x* :[

range-ova funkcija:

L<(x, u) = x; 4+ %7 — X2 + Uy (X, — %, — 2).

5 U literaturi (npr. [17]) koristi se termin ,restriktivna sedlasta toCka".
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Uz izbor u*, = 0, nejednakost sedla 2.44. izgleda ovako:
l—u, =1 =x;+ x2—x%
pa je, stoga, zadovoljena za svako nenegativno u, i za svako x € F=

(uotimo da je F= ={[ 0 “ ). Prema tome, dopustivo rjeSenje x* zado-

voljava i ovaj kriterij optimalnosti.

3. FUNKCIJE LAGRANGE-OVIH MULTIPLIKATORA
3.1. Lagrange-ove funkcije i funkcije Lagrange-ovih multiplikatora

U prethodnom poglavlju prikazana je karakterizacija optimalnosti
neke to¢ke x* € F= konvekesnog programa (K) pomocu sedlastc tocke
ograni¢ene Lagrange-ove funkcije. Kako se svaki konveksni program
(K) moZe promatrati kao konkretna realizacija konveksnog modela,
recimo (K, 8°) (za ncko fiksno § = @), teorem 2.4. mogude je pro§iriti i
na konveksni model (K, 0) za neko proizvoljno § € 1. Tada ogranicena
Lagrange-ova funke¢ija postaje:

L, u; 0) = f°(x,8) + 1= u;fi(x,0), (3.1)
1eP< (0)

a nejednakost sedla (2.45) iz teorema 2.4. za 1(9) e F=(0) postaje:
L<(x(8), w; ) = L<(%(0), u(0); 8) < L<(x, u(8); 0) (32)

za svako x € F=(§)) i svako u & R+Q(@), gdje je Rﬁ[@) nenegativan or-
tant od R4®), a (9) = card P< (§).

Pripadno viseznacno preslikavanje U:eﬁ{ui(‘e)::ieP<(8)} koje
se pojavljuje u (3.2) jest pripadna funkcija Lagrnage-ovih multipli-
katora.t

Ako je zadovoljen Slaterov uvjet u §, vrijedi P=(6) = 0 1 P~ (9) ='P.
Tada ogranifena Lagrange-ova funkcija postaje klasiCna Lagrange-ova
funkcija s pripadnom funkcijom Lagrange-ovih multiplikatora U(g) =

{Txi(e):i = P}. Dakle, svakom konveksnom modelu (K, 8) mogude je
pridruziti dvije funkcije Lagrange-ovih multiplikatora — U(®) i U< 0,
koje odgovaraju dvjema Lagrange-ovim funkcijama — klasinfoj i og-
rani¢enoj, respektivno.

5 Ovaj termin nije u potpunosti prikladan, jer se radi o viSeznacnom
preslikavanju a ne funkeciji (vrijednost Lagrange-ovih multiplikatora ne
mora bitt jednoznaéno odredena za svako €). Medutim, ovaj termin se ko-
risti u literaturi (mpr. [09], [10], [15] i drugdje) pa je i ovdje zadrzan.
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Ako se promatraju lokalna svojstva modela (K,8) u okolini nekog
fiksnog ulaza § = €° €l (§to je svojstveno optimalizaciji modela MP),
moguce je konstruisati i slijedecu Lagrange-ovu funkciju:

L<(x,u;0) = fo(x,0) + L wf(x8) (3.3)
ieP< ()

Ako sa (3.2a) oznalimo izraz (3.2) uz zamjenu L< (x,u; 0) s
Lo~ (x,u; 0), tada je

U, (0) = {Ztg () :ie P<(°)} (3.4)

funkcija Lagrange-ovih multiplikatora koja zadovoljava (3.2a) za sva-
kou R+Q(®n’ i za svako x & F=(0)7

Lagrange-ova funkcija LU< (x,u; §) ima klju¢nu ulogu u karakte-
rizaciji optimalnog ulaza konveksnog modela (K, 0), u smislu ispitiva-
nja egzistencije sedlaste totke te funkcije. Medutim, kao $to ée se
vidjeti u 4. poglavlju, postoje razliciti uvjeti optimalnosti nekog ula-
za 0%, u kojima se nejednakost sedla (3.2a) ispituje za razlicite vrijed-
nosti x, §to uvjetuje razli¢itost pripadnih funkcija Lagrange-ovih mul-
tiplikatora. Stoga, uz U, ((9), treba uvesti i slijedec¢e funkcije Lag-
range-ovih multiplikatora:

U<@) = {u;(0) : i € P<(6)), (3.5)

koja zadovoljava izraz (3.2a) za svako u & R+Q(®°) i svako x € F=,(0), te

U.<@) = {u: (8) : i P<()), (3.6)

koja zadovoljava izraz (3.2a) za svako u € Rﬂ((“)o' i svako x € F= (§9).3

Kako su skupovi F=(0), F=(8°) i F=,(0) opcenito razli¢iti, i ova tri
preslikavanja su razli€ita. U stvari, za razliku od preslikavanja U< (©
koje postoji za svaki konveksan model (K, 8) na proizvoljnom podruc-
ju stabilnosti (naravno, vezanom Uz g°), egzistenciju preslikavanja
Lo<(9) i u, <(§) na proizvoljnom podru¢ju stabilnosti (vezanom uz
0°) osiguravaju tek neki dodatni uvjeti na strukturu modela (tzv. ulaz-

7 U gornje dvije oznake (Lo<(x,u;9) i U,<(®)), donji indeks "o ozna-
¢ava da se sumacija, odnosno odredivanje Lagrange-ovih multiplikatora,
odnosi na ogranicenja ¢iji indeksi pripadaju skupu P (#). Ukoliko se fik-
sirani_ulaz u ijoj okolini se promatraju svojstva modela (K, 0 oznaci na
drugaciji nacin, mijenjaju se i ove oznake. Konkretno, u kontekstu karak-
terizacije optimalnog ulaza modela (K, 9), taj ulaz oznatava se s 0% pa se
i ove funkcije oznacavaju s L.<(x,u;9 i U,<(0) respektivao.

s Za ove funkcije vrijedi ista napomena kao za L.<(x,u;9) i U< (0).
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na kvalifikacija ogranienja, vidjeti 4. poglavlje, odeljak 4.3). Jedino
sto je mogude reci u kontekstu usporedbe ovih preslikavanja je da na
proizvoljnom podru¢ju stabilnosti S(®°) vrijedi (ukoliko U< (f°) po-
stoji):

U, <) < u,<(©®) ¥6 = N(§°) N S(8°), (3.7)

gdje je N(@°) neka okolina od §°. Izraz (3.7) je posljedica Cinjenice da
na podruéju stabilnosti S(f°) vezanom uz §° vrijedi F=,(0) € F=(0) za
svako § € N(§°) N S(§°).

3.2. Neprekinutost funkcija Lagrange-ovih multiplikatora

Funkcije Lagrange-ovih multiplikatora U< (8), U (0) i U< () opce-
nito nisu neprekinute na proizvoljnom podrucju stabilnosti od §°. Me-
dutim, kao §to ¢e se vidjeti u 4. poglavlju, odeljak 4.4, za formulaciju
jednostavnijih uvjeta optimalnosti za diferenciabilne konveksne mo-
dele, potrebno je utvrditi uvjete pod kojima su ova viSeznaCna pre-
slikavanja poluneprekinuta odozgo unutar proizvoljnog podrucja sta-
bilnosti. Uvjeti koji osiguravaju to svojstvo za preslikavanje uo<(6)
iskazani su u slijedeéem teoremu (za detaljniju informaciju vidjeti

L15]):

Teorem 3.1.

Promatra se konveksan model (K,8) s realisticnom funkcijom cilja u
nekom @ = @°, na proizvoljnom podrucju stabilnosti S¢°). Tada:

(i) za proizvoljni niz {8} < S(8°), 0% — 0°, iz {u, <(0)} je uniformno
omeden za svako dovoljno veliko k;

(ii) ako je preslikavanje F=,:0—> F=,(0) poluneprekinuto odozdo u €,
obzirom na S(§°), za proizvoljan niz {0*} € S(§°), 6*— 07, skup svih gra-
ni¢nih todaka niz {ua<(6")} je neprazan i sadrian u u',< (8°).

Ukoliko preslikavanja Uy<(8) i Up“(0) postoje, tj. ukoliko su zado-
voljeni uvjeti njihove egzistencije, za njih takoder vrijedi tvrdnja (i)
teorema 3.1. Za validnost tvrdnje (ii) istog teorema za preslikavanje
U0<(8) pretpostavku poluneprekinutosti odozdo preslikavanja F=, po-
trebno je zamijeniti pretpostavkom zadovoljenja tog svojstva za pre-
slikavanje F=. Za preslikavanje U,~ (6) tvrdnja (ii) vrijedi bez ikakvih
pretpostavki na F=, ili F=, tj. preslikavanje U0< ® je (ukoliko postoji)
uvijek poluneprekinuto odozgo.

Teorem 3.1. odnosi se na proizvoljno podrucje stabilnosti u §°.
Medutim, neka podruéja stabilnosti (npr. V,(@)) po definiciji zadovo-
ljavaju pretpostavku poluneprekinutosti odozdo preslikavanja F=, te
je stoga za sve konveksne modele (K,8) (s realisti¢tnom funkcijom ci-

lja u §°) funkcija Lagrange-ovih multiplikatora u, < (§) poluneprekinuta
odozgo u §° na takvim podrucjima stabilnosti. (Isto se moze reci i za
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funkciju Lagrange-ovih multiplikatora Uo< (@), obzirom da npr. podruc-
je. V(§°) zadovoljava pretpostavku poluneprekinutosti odozdo presli-
kavanja F=.)

Valja uoditi da teorem 3.1. i komentar koji mu slijedi daju uvjete
poluneprekinutost.i odozgo funkcija Lagrange-ovih multiplikatora. Me-
dutim, ti uvjeti ne osiguravaju njihovu neprekinutost, tj. i uz njihovo
zadovoljenje ova preslikavanja ne moraju biti poluneprekinuta odozdo.

Veé je spomenuto da ukoliko model (K, 8 zadovoljava Slaterov
uviet u 9°, tada, zbog P=(8°) = 0 ; F=(8°) = R", ogranicena Lagrange-
ova funkcija postaje klasi¢na Lagrange-ova funkcija (pripadnu funk-
ciju Lagrange-ovih multiplikatora oznaéavamo s U (). Tada je takoder
moguce za proizvoljno podrucje stabilnosti S(§°) odabrati okolinu
Ng9od g°. U tom slu¢aju, dakle, ako konveksan model (K, 9) zadovo-
ljava Slaterov uvjet u § = 0°, teorem 3.1. daje sljedeci klasi¢an rezul-
tat (vidjeti npr. (037, [04], a takoder i [10]):

Korolar 3.1.

Promatra Se€ konveksan model (K,Q}) s realisticnom funkcijom cilja u
nekom 8 = @°. Pretpostavinio da u § = o° vrjiedi Slaterov uvjet. Ako je
funkcija Lagrange-ovih multiplikatora U (0) jedinstvena za svako § iz
neke okoline N{(@°) od ©°, tada je U (8) neprekinuta u ge.

4. KARAKTERIZACHIA OPTIMALNOSTI U KONVEKSNIM
MODELIMA
MATEMATICKOG PROGRAMIRANJA

4.1. Optimalan ulaz 1 oplimalna realizacija modela MP

Ved je receno da se proces optimalizacije modela matematickog
programiranja svodi na stabilno preturbiranje modela (K,0) iz nekog
pocetnog stanja § =@° u svrhu poboljsavanja optimalne vrijednosti
funkcije cilja. U tom kontekstu, pojam optimalnosti promatra se¢ na
nivou razlititom od uobicajenog. Dok se u matematickom programi-
ranju pod optimalnim rjeSenjima programa podrazumijeva ONo do-
pustivo rjedenje <* & Rn, koje optimalizira funkciju cilja o (x) na ¢i-
tavom dopustivom skupu, optimalizacija modela matematickog prog-
ramiranja pojam optimalnosti veze uz ulaz modela (K,8). Naime, unu-
tar parametarskog prostora Rs (odnosno njegovog relevantnog pod-
skupa I) kao optimalan ulaz odabire se onaj vektor ulaznih podataka
(parametara) 0% =1 koji na skupu I optimalizira (minimizira) funk-

ciju optimalne vrijednosti £(0), odnosno za koji pripadno optimalno
rieSenje  x(8%) daje mnajbolju (najnizu) vrijednost " funkcije cilja

fe(x0%), 0*.
Obzirom na lokalnj karakter stabilnih perturbacija na koje se

optimalizacija modela MP ogranicava, mogudéa je karakterizacija sa-
mo lokalno optimalnog ulaza, definiranog na slijedeci nadin:
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Definicija 4.1.

Promatra se konveksni model (K,8) u nekom stanju § = 0" € 1. Neka
je S(8*%) podrucje stabilnosti u §*. Ako je

1(0%) < (0, : (4.1)

za svako 8 = N(§*) N S(0*), gdje je N(§*) neka okolina od §*, tada je
9* lokalno optimalan ulaz obzirom na S(8*).

Pripadni matematicki program (K, §*) je lokalno oplimalna realizacija

modela (K,9), a pripadna vrijednost )7(8*) = fo (x(8*), 0%) je lokalno op-
timalna vrijednost modela (K, 9).

4.2. Potpuna karakterizacija optimalnog ulaza

U ovom odeljku daju se uvjeti koji su istovremeno i nuzni i dovolj-
ni za lokalnu optimalnost nekog ulaza §° €I na nekom proizvoljnom
podrudju stabilnosti od §* konveksnog modela (K, §). Ovi uvjeti izra-
7eni su pomocu nejednakosti sedla ograniCene Lagrange-ove funkcije
L*< (x, u; §), definirane u prethodnom poglavlju (izraz (3.3), gdje je do-
nji indeks "o” zamijenjen s "*” u skladu s oznakom ulaza na koji se
ta funkcija odnosi), te pomocu preslikavanja F= (0)° Podsjetimo se da

je @0) = card P< (9) i R, 98" nenegativan ortant od R, Karakte-
rizacija slijedi (vidi [15] i [26]):

Teorem 4.1.
Promatra se konveksni model (K,0) s realisticnom funkkcijom cilja

u neom P* l. Neka je x(0*) pripadno optimalno rjeSenje i neka je
S(9*) proizvoljno podrucje stabilnosti u §*. Tada je §* lokalno optima-
lan ulaz obzirom na S(§*) ako, i samo ako, postoji okolina N(§*) i ne-
negativna vektorska funkcija

U< NO%) 0 Se%) - R, A

takva da, za svako § € N@*) N-S(0%), vrijedi

L <(x(0%), u; 0%) = L,S(x(0%), u,<(0%); 0%) = L,<(x, u,<(0); 0) (4.2)

za svako u & R, U87) i syako x = F= (9).

x

Napomiena: Obzirom na znafaj dokaza ovog teorema za razumijevanje
slifedeceg odeljka, ovdje je izloZzen Citav dokaz. U dokazu se koristi

® Preslikavanje F=,(0) (ovdje s prilagodenim indeksom **”) definirano
je u prvom dijelu rada, u okviru analize stabilnosti modela (K, 8). Da se
podsjetimo, ovo preslikavanje definirano je kao:

F-(8) ={xeR':f(x,0) =<0 ic P (8%}
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teorem o separaciji hiperravninama® i nuzan uvjet stabilnih pertur-
bacija (vidjeti prvi dio pregleda).

Dokaz: (nuZnost)

Bez gubitka ocenitosti, moZe se pretpostaviti da prvih q(8*) indeksa
iz P saéinjava P< (8*). Sada se za svako § € N(§*) N S(6*) konstruiraju

slijedeca dva skupa u R, (09)+1
fo(x,0)
K, 8)=<y:y= f! (?c,.e). za barem jedno x € F= () ¢, (4.3)
138 (x, 0) ©
1(6%)
=9 vov< |0 | (4.4)

0

.Obzirom da je F= (§) konveksan skup (jer su funkcije f'(x,0), ie P,
konveksne po x) wi K,(9) je konveksan. Takoder je i K, konveksan

skup (ocigledno). Nadalje, vrijedi
K;(8) N K, =0 ¥0< N(©*) n SO, (4.5)

jer bi u suprotnom postojali nizovi ok = S(8%), 8x—=0*, i xk = F= (§%),

takvi da je
fo(xt, §) < 1(0%), (4.6)
fi(xk, 6%) < 0, ie P<(0%). 4.7)

To bi znacilo da je x* e F(§), Sto je, zbog (4.6), kontradiktorno pret-
postavci da je 8% lokalno optimalan ulaz obzirom na S(%).

Prema tome, vrijedi (4.5) i skupove K,(0) i K, moguce je separirati tj.
postoje vektor a(®) = [ai(0)] e RI6™), ne mnulavketor, i skalar af0),
takvi da je

a(®)™y! = a(0) = a(9)” y?, (4.8)

za svako vl € K,(0) i 2 € K,. Ocigledno je da je a(§)= 0. Izbor

©» Teorem o separaciji hiperravninama kaZze da ako za dva neprazna
konveksna skupa, K; i K,, u R?, vrijedi K, N K, =0, tada postoji vektor
u e R® razli¢it od nule i skalar a za koje vrijedi:

W sasux ¥ eckK,i V32 e K.

)
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fo(x, 6) 10*)
yl= fitx8) za neko xe F=0) i ¥ = 0 _
98", p) i 0
u (4.8) daje:
0 (8) (0% < a(0) fox, 0 + T a(®)fix0), (4.9)
ie P<(0%)

za svako x & F=(0).

Koeficijent a,(9) mora biti striktno pozitivan jer bi u suproinont 1zrag
(4.9) postao

= af)fix0) =0 (410
i e P<(8*%)
za svako x € F=(Q), pa tako i zu ;ce rel int F(Q)V (sjetimo se da je

F(8) c F=(9)). Medutim, za takvo ;C vrijedi

fi(x,0) <0, i< P<(§%) 4.11)

zbog P<(9*) < P<(9) za svako 0§ € S(8*), dovoljno blizu 9% (nuZan uvjetr

stabilnih perturbacija). Sada je a;(8) =0, i = p< (8%), ne svi nula, za-
jedno s (4.11), kontradiktorno (4.10).

Dakle, a(8) > 0 i moguce je podijelili izraz (4.9) s a,{(8). Uvedimo no-
laciju:

a; (9)
[U,<@®)];=——, i= PO,
a, (8}
cimme dobivamio:
f0*) = L .<(x, U, <@); 0, (4.12)

za svao x € F=(0). Za konkretni izbor 8= f* i x = ;(e*) cF (0* =
Fo*) = F=(9%), izraz (4.12) postaje:

11 vre] int F(@)” oznatava relativnu unutradnjost skupa F(0) tj.

x < rel int F(8) & fi(x,08) < 0,i  P<(8).
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LU, <091 (x(8%), %) = 0, (4.13)
i e P<(0%)

sto, zajedno s x(8%) = F(0%) i U,< (8*) = 0, daje:

= LU 0% ((x(06*), %) = 0, (4.14)
ie P9

odnosno, zajedno s (4.12},

L.5(x(0%), U, <(8%); 8%) < L,<(x, U, <(8); 0. (4.15)

Lijeva nejednakost za svako ue R, 90 izravna je posljedica dopusti

vosti x(0%) i izraza (4.14).

(Dovoljnost):
Pretpostavimo da vrijedi nejednakost sedla za svako x e F=(8) i za

svako u e RO [zbor u = 0 daje:

ST [U,S (891 Fi(x(8%), 8%) = 0. (4.16)
te P<(0%)

Medutim, dopustivost ;(B"") i U*<e* = () daje suproinu nejednakost u
(4.16), Sto daje (4.14), odnosno (4.12) za svako xEF‘{B) Obzirom mna

F(g) c F= (8) izraz (9. ]2) vn]edl i za svako x <= F(8). Konkretan izbor

x = x(B) u {9.12) daje f(ﬁ ) = f(B) za svako § = N(8*) N S(8*) dime je teo-
rem dokazan.

Karakterizacija optimalnosti ulaza izloZena u teoremu 4.1. pred-
stavlja, u sivari, poopéenje karakterizacije optimalnosti pomocu ogra-
ni¢ene sedlaste tocke u konveksnom programiranju (odeljak 2.3, teo-
rem 2.3). Zaista, ova potonja predstavlja specifican sluéaj teorema
41, u kojem je ulaz konstantan, tj. §=0* (uofimo da je tada
F=(§) = F=(§) = F-). Stepenicu niZe u obuhvatu je karakterizacija op-
timalnosti pomocu klasi¢ne sedlaste tocke koja pokriva sluCaj kada
je (uz f=80* P=(9*) = P= =0, takoder obuhvacena teoremom 4.1,

Osim pokrivanja ovih ve¢ poznatih uvjeta optimalnosti konveks-
nih programa, teorem 4.1. moZe posluZiti i kao osnova za izvodenje
novih uvjeta optimalnosti za modele MP. Na primjer, koriSten je pri
odredivaniu uvjeta optimalnosti diferencijabilnih konveksnih mode-
la MP, prikazanih u odeljku 4.4. '

Teorem 4.1. ilustriran je slijededim promjerom:
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Primjer 4.1.

Promatra se slijede¢i konveksan model:

min fo (x) = x

p-o.

fl(x,0) = —fx =0
f2(x,0) = g—x=0
f(x,0=—00—x)=0
gel=1I[0c)

Za §* = 0, podrucje stabilnosti je S(0%) = {6:8=0} jer je F(@) =
{x:x=0} za svako =0 (za 6 <0, F(® postaje prazan skup). Nada-
lie, P=(0%) = {1,3} pa je F= (§) = R, (nenegativan ortant od R) za

svako § > 0, te, obzirom da je za * =0, :((B*) — 0, nejednakost sedla
(4.2) postaje (za § = 0):

O4u-0=<0+ [0, O], 0=x+ [u,<@®]1, 8—x),

za svako u = 01 svakox = 0.

Ova nejednakost zadovoljena je za izbor [u*< @1, =1 za svako
0 = S(0*). (Uo¢imo da [u*< (08*)], nije jednoznacno odreden ve¢ moZze
biti bilo koji nenegativan broj.)

Prema tome, za §* =0 zadovoljena je tvrdnja teorema 4.1, pa je 0%
optimalan ulaz ovog modela obzirom na podrutje stabilnosti S(§*) =

{0:0=0}.

U gornjem primjeru se, prema teoremu 4.1, ispitivala egzistencija

nenegativne vektorske funkcije 1, = (9 koja zadovoljava nejednakost
sedla (4.2) za svako x € F= (9). Medutim, lako je provjeriti da funkcija

u_< (§) odabrana u tom primjeru zadovoljava nejednakost sedla 1 za
<vako x  F= (§) = R. Moglo bi se stoga zakljuciti da je mogude ka-
rakterizirati optimalnost nekog ulaza §* i pomocu preslikavanja F=(0)
(u pravilu lakse odredivog). Medutim, to nije moguce ukoliko nisu

zadovoljeni neki dodatni uvjeti na unutradnju strukturu ogranicenja
modela (K, ) u 8 = 0%, o emu govori slijedeci odjeljak.

43. Karakterizacija optimalnosti ulaza pomocu preslikavanja
F=:9—>F=(9)

4.3.1. Ulazna kvalifikacija ogranienja

Na kraju prethodnog odeljka postavljeno je pitanje mogucnosti
koridtenja preslikavanja F=: §— F= (§), umjesto preslikavanja F=:0—

F=(@), u karakterizaciji optimalnosti ulaza konveksnog modela *(K, 8.

Iz dokaza teorema 4.1. vidljivo je da bezuvjetna primjena ovog presli-
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kavanja u tom kontekstu nije moguca. Naime, ovaj dokaz bazira se
na &injenici da je presjek skupova K, (@) i K, definiranih u (4.3) i
(4.4), prazan skup, §to znaci da sistem

1 (x,8) < f(0%)
{i(x,8) <0, ie P(*) (4.17)
x e F=(p)

nema rjedenje za svako @ N(@*) N S(6*), gdje je S(@*) proizvoljno
podrudje stabilnosti u §*. Ova tvrdnja zaista stoji za x € F= (f), ali ne

(u opéem sluaju) i za x = F= () ili x = F=(8%), $to pokazuje slijedeci
primjer (preuzet iz {14]): ‘

Primjer 4.2.

Promatra se slijededi linearni model:

minfe (x) = x

p.o.

Bx0= —ix=0,

P2 x0=—"—P—x=0,
bel=1[01]

w okolini 0* = 0. Mogude je specificirati S(8%) = M(p*) = L. Nadalje,

x(8%) = 0, P< (%) = {2} 1 F= (@) —F-= (M =R za Bl Prema tome,
sistem (4.17) (uz zamjenu F= (§) s F= (@) ili F=(8")) postaje:

x <0,

—f —x <0,
xe=R.

Za svako § > 0 ovaj sistem je konzistenlan. (Nasuprot tome, origina-
lan sistem (4.17) nije konzistentan jer je F={(0) = R, za svako 0> 0.

Takoder je lako provjeriti da §* = 0 zaista jest optimalan ulaz.)

Dakle, karakterizacija optimalnosti ulaza pomocu preslikavanja
F= nije moguda bez dodatnog uvjeta na strukturu modela koji osigu-
rava -

K’ (8) N K, =0, (4.52)

gdje je K’ (0) definiran kao K () uz zamjenu F=(§) s F= (8%), i1

K", (8) N K, =0, (4.5b)

gdjé jer K, (0) definiran kao K, (§) uz zamjenu F- (8) s F= (8). Ocigled-
no se radi o dva razli¢ita uvjeta, obzirom da su skupovi F=(8*) i F= (§)
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opdenito neusporedivi. Ovi uvjeti nazivaju se ulazna kvalifikacija ogra-
ni¢enja- (UKO), odnosno, modificirana ulazna kvalifikacija ogranice-
nja (MUKO), prema njihovoj ulozi u konveksnom modeliranju (u
smislu pojednostavljivanja nuznih uvjeta optimalnosti), analognoj
ulozi kvalifikacije ograni¢enja (npr. Slaterovog uvjeta) u konveksnom
programiranju.

Definicija 4.2.

Uvjet na ograniéenja konveksnog modela (K, ), promatrango u okoli-
ni nekog 0* € I, sa svojstvom da za svako 6 < N(B) N S(8%), gdje je
N(8*) neka okolina od 8* a S(@*) proizvoljno podruéje stabilnosti u
0%, sistem '

fo (x,0) < f(6%),
(U, 0) fi(x,8) <0, i< P<(9%),
x & F= (%),

nema rjeSenja, naziva se ulazna kvalifikacija ograni¢enja (UKO). Ako
se sistem (U, Q) zamijeni sistemom

1 (x,8) < $(8%),
(MU, §) fi(x,0) <0, ieP<(@%),
x e F= (9),

pripadni uvjet naziva se modificirana ulazna kvalifikacija ogranicenja
(MUKO).

Na nekim konkretnim podrudjima stabilnosti ovi su uvjeti uvijek
zadovoljeni. Na primjer, ako je §* lokalno optimalan ulaz obzirom na
podruéje stabilnosti W(@*) ili V, (§*), uvijet UKO je uvijek zadovoljen
(jer je W({@*) < V,(8*) a za V,(0*)x e F=(0*) implicira x € F~ (§), Sto
zajedno sa svojstvom R; (0%) daje x € F= (0), a iz dokaza teorema 4.1.
je poznato da ne postoji x € F=(§) koje zadovoljava (U, 0)). Medutim,

to opcenito ne vrijedi za veéa*podruéja stabilnosti kao Sto su Z(0%)
ili H(0*). Uvjet koji osigurava zadovoljenje UKO obzirom na H(§*),
tzv. UKOI1, je slijededi:

"Za svako § = N(§*) N H(0*), gdje je N(B*) neka okolina od §%, i
za svako x € F= (%), takve da je

fi(x,0) <0, ieP<(0%),
slijedi da je

fi(x,0%) <0, ieP<(0*).”
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Naime, uz ovaj uvjet svako x koje zadovoljava sistem (U, f) za ne-
ko @ € N(8*) n H(§*) vrijedi x « F(6*), odnosno (zbog F(§*) < F= (§*Y),

x € F= (§%), a poznato je da takvo x ne postoji.

I:Iadalje, uvjet koji osigurava zadovoljenje UKO obzirom na pod-
rucja stabilnosti M(8*) i V(§*), tzv. UKO2 je slijededi:

"Za svako § = N(0*) n {M (8*) U V(0%)}, gdje je N(8*) neka okolina
od 0%, i za svako x € F= (§*) vrijedi:

filx, 0%) < fi(x,0), ieP<(p*).”

Ovaj uvjet takoder osigurava da zadovoljenje sistema (U, 0) uvje-
tuje x € F(9%), §to, za § € N@O*) N M (8*) implicira x € F (§), odnos-
nox e F=(0),azaf e N@) n V@ implicira (preko F(§*) = F= (6%))

*

x € F= () te, zajedno sa svojstvom R, (§*) opet daje x € F= (§).
*

Jedna od situacija u kojima je uvjet UKO uvijek zadovoljen je i
situacija u kojoj funkcije ogranicenja fi(x, ), iep< (0%), ne ovise
0 § (tzv. UKO3). Slaterov uvjet (obzirom na §*) takoder je UKO jer je
tada P= (§*) = 0, odnosno F= (§)= R» za svako 8 = I.

*

Nadalje, za svako podruéje stabilnosti koje je podskup od R, (§%),
uvjet MUKO je uvijek zadovoljen pa se svojstvo skupa R, (8%) tj.

fx0=0 VxeF=(8), is P=(§*)\ P ()",

kao uvjet koji implicira MUKO, naziva MUKOI1. Zatim, obzirom da je
R; (8%) € R, (8%), i uvjet
"P=0) = P=(§%)",

tzv. MUKQO2, takoder implicira MUKO. Specifitan slucaj MUKO2 je
situacija u kojoj funkcije ogranicenja fi(x,0), i € P= (8*) ne ovise o 0
(tzv. MUKO3).

4.3.2. Karakterizacija optimalnosti ulaza uz zadovoljenje ulazne kvali-
fikacije ogranienja

Sada je moguée dati jednostavniju varijantu teorema 4.1, tj. nuz-
ne i dovoljne uvjete optimalnosti ulaza pomocéu preslikavanja F=. Nuz-
ni uvjeti koji koriste UKO, odnosnc MUKO, dani su u [13], [14]
i [27]:

Teorem 4.2.

Promatra se konveksni model (K, B) s realisticnom funkcijom cilja u

nekom @*  I. Neka je ;(B*) pripadno optimalno rjeienje. Pretposta-
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vimo da je §* lokalno optimalan ulaz obzirom na podrucje stabilnosti
S (8*) { da je zadovoljena ulazna kvalifikacija ogranicenja (UKO) u §*
obzirom na S (0*). Tada postoji okolina N (§*) od 0* i nenegativna vek-
torska funkcija

UZ: N (8*) n S (8*) - R, 908

takva da, za svako § € N (8*) N S (8*), vrijedi:

LS(x (0%), w3 0%) = 25(x (0%), U= 0%); 0% = [S(x, U<(9); ) (4.18)
za svako u € R, 9(7) | syako x € F= (§*).

Teorem 4.3.
Promatra se konveksni model (K,0) s realisticnom funkcijom cilja u

nekom @* I, Neka je ?c(ﬁ*) pripadno optimalno rjeSenje. Preiposta-
vimo da je §* lokalno optimalan ulaz obzirom na podrucje sibailnosti
S(0*) i da je modificirana ulazna kvalifikacija ogranicenja zadovolje-
na u 9% obzirom na S (0*). Tada postoji okolina N (§*) od 8* { nenega-
1ivna vektorska funkcija

US: N (8*) n S (8%) >R, 4067,

iakva da, za svako § = N (§*) N;S (8*), vrijedi:

IS0 (0%), 13 0%) =< [<(x 0%), US(0%); 0%) << (x, US(O): 0) (4.19)
za svako u = R49Y | svako x  F= (0%).

Napomena: dokazi ovih dvaju teorema analogni su dokazu teorema
4.1, jer uvjet zadovoljenja UKO, odnosno MUKO osiguravaju (4.5a), od-
nosno (4.5b), respektivno.

Primjer 4.3.

Model iz primjera 4.2, (odjeljak 4.3.1) pokazuje da je pretpostavka za-
dovoljenja UKO (u teoremu 4.2), odnosno MUKO (u teoremu 4.3) zais-
ta nuZna za egzistenciju pripadnih funkcija Lagrange-ovih multiplika-
tora (j_< i U_<. Naime, moZe se provjeriti da u tom modelu 8* = 0 jest
lokalno optimalan ulaz obzirom na podrudje stabilnosti S (§*) = 0,1

jer, uz ;(B*) = 0, nejednakost sedla (4.2) postaje (za 9 > 0, dovoljno
blizu 8™):

0+t 0=0+ [u~E"],- 0= x+ [u~(6%)], (—8—=x),

za svako u € R, i svako x € R, odnosno
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X+ [uS(9)1, (——x) = 0,
za svako x € R..

.IZCI.G:O

uS(0) = [uS0)]; = { 020 8> 0

zadovoljava ovu nejednakost. Nasuprot tome, za § > 0, dovoljno blizu
0*, ne postoji nenegativni multiplikator [U_< (0)1, koji zadovoljava

r

A+ [USO®L(—8—=x) =0 ¥xeF=-(0") =R

(analogno ni [U‘< (6*)], zbog F=(0) = R), $to pokazuje da teoremi
4.2, odnosno 4.3, nisu nuzni uvjeti optimalnosti ulaza ukoliko nisu za-
dovoljeni UKQO, odnosno MUKO, respektivno).

Obzirom da su skupovi F= (§*) i F= (§) oplenito neusporedivi éak i na
nekim_podrucjima stabilnosti (npr. M (§*)), zadovoljenje UKO ne im-
plicira zadovoljenje MUKO (ne vrijedi ni obrat) te su stoga teoremi
4.2, i1 4.3. zaista razliciti. Slijededi primjer to ilustrira:

Primjer 4.4.

Promatra se linearni model
min f°(x) = —x,
p.o.
1x)=x+x—1=0,
f2(x,0) = —x,—0x, + 1 =<0,
) =—x=0,

! (x) =—x,=<0,

u §* = 1. Kao podrudje stabilnosti identificirano je S (§*) = [1,). Lako

je provjeriti da je §* lokalno optimalan ulaz obzirom na S (§*). Nadalje,

obzirom da je x (§*) = 0,1)7,

(%)% +x=1}za =1
R2 za §>1

{1,2} za g =1

0 za > 1 F"‘(G):{

P=(8) = {
Di< (8%) = {3, 4}, ogranitena Lagrange-ova funkcija je:

L.> (%, u; 0) = —x, + vz (—x;) + uy (—x,).

Sada nejednakost sedla (4.18) iz teorema 4.2. (uz supstituciju x,=1—x,)
postaje:

[P —— - |
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—l—u, = —1—[USOM ) = —1— [US®)) + (I —LUSO; +
+ LUS®]1) x;

za svako u, € R, i svako x, € R. Lako se moZe provjeriti da vektor-
ska funkcija konstanta

U@ = [

0

zadovoljava ovu nejednakost. U stvari, ¢injenica P_<(9*) = {3,4} poka-
zuje da ovaj model zadovoljava UKO3 pa je teorem 4.2. primjenjiv.
Medutim, sistem (MU, §):

—x, <—I,
—x; < 0,
_xz < 0,

zadovoljava svako x > (0,1)T pa stoga pretpostavka teorema 4.3. o za-
dovoljenju MUKO u 8* ne stoji. Zaista, jako §* jest lokalno optimalan
ulaz obzirom na S (0*), nije mogude nadi nenegativnu vektorsku funk-

ciju LJ,<(B) takvu da (za 0 > 1, § dovoljno blizu §*) zadovoljava
d—uy = — 1 — US0%)], = — [US0)]; - x,— (1 + TUS(0)1d) %,

za svako u, = 0 i svako (x,x,)T € R%

Dakle, teoremi 4.2. i 4.3. su zaista razliiti nuznj uvjeti lokalno opti-
malnog ulaza.

Ukoliko je zadovoljena modificirana ulazna kvalifikacija ogranicenja,

egzistencija okoline N (0*) i nenegativne vektorske funkcije U_> ©)
iz teorema 4.3. je takoder i dovoljan uvjet da bi §* bio lokalno optima-
lan ulaz obzirom na S (§*) (dokaz ove tvrdnje moZe se nacéi u [15]). Ana-
lognu tvrdnju za teorem 4.2. moguce je izre¢i samo ukoliko je S (0%)
takvo podruéje stabilnosti za koje je F=(§) = F= (§*) za svako 6 € N (§*)
N S (8*) (mpr. V, (0%) ili V; (6%)).

Veé je spomenuto da su na nekim konkretnim podrucjima stabilnosti
(npr. W (8*) ili V,(§*)) ulazna i modificirana ulazna kvalifikacija ogra-
nidenja zadovoljena za svaki konveksan model (K, ) s realisticnom
funkcijom cilja u §*. Primjer 4.2. (odjeljak 4.3.1) pokazuje da ti uvjeti
ne moraju biti pzdovoljeni na podru¢ju M (6*). Medutim, za ovo pod-
rudju M (§*). Medutim, za ovo podruje stabilnosti iz teorema 4.2 se
ipak moze izostaviti pretpostavka zadovoljenja UKO ako se ogranicena

Lagrange-ova funkcija L_< zamijeni slijede¢om funkcijom:

L%, 4 0) = 0 (x,0) + T, fi(x, 0%), (4.20)
i & P<(0*)
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¢ime se u stvari postiZze da funkcije ogranicenja fi, i € P < (0*) ne ovise
o @, $to je ekvivalentno uvjetu UKO3. S druge strane, F (§*) < F (§) (po
definiciji M (0*)) omogucava primjenu ove funkcije u odredivanju nuz-
nih uvjeta optimalnosti ulaza §*.

Primjer 4.5.

U primjeru 4.2, odnosno 4.3, zamjenom funkcije Lf S L_<, dobiva se
slijede¢i nuzan uvjet optimalnosti ulaza §* = 0:

x+ IVS(0)1 (—x) = 0

za svako xe R, gdje je A< (8) pripadna funkcija ,Lagrange-ovih”

multiplikatora. Ovaj uvjet je zadovoljen izborom [)\'< 01, =0 za sva-
ko § = [0, 1]. Dakle, uz ovu supstituciju, teorem 4.2. zaista potvrduje op-
timalnost §* = 0.

Daljnje pojednostavijenje nuznog uvjeta optimalnosti ulaza konveksnog
modela (K, §) iskazanog teoremom 4.2 (takoder i1 onih iskazanih teore-
ma 4.1. i 4.3) odnosi se na difrencijabilne konveksne modele (K, 9), o
¢emu govori slijedeci odjeljak.

4.4. Karakterizacija optimalnosti ulaza diferencijabilnih konveksnih mo-
dela MP

U prethodnom poglavlju ovog rada promatrane su tri funkcije
Lagrange-ovih multiplikatora te uvjeti koji osiguravaju njihovu polu-
neprekidnost odozgo (teorem 3.1). U ovom odjeljku, gdje se govori o
karakterizaciji optimalnosti za diferencijabilne konveksne modele tj.
modele (K, 8) u kojima su funkcije fi, 1 € {0} U p< (0%), diferencijabil-
ne funkcije (po @), ovo svojstvo potrebno je da bi se simplificirali
uvjeti optimalnosti izloZzeni u prethodnom odjeljku.

Kao §to se vidi iz teorema 3.1. i komentara koji mu slijedi, polune-

prekinutost odozgo preslikavanja ¢<  (0) i US () uvjetovana je polu-

neprekinuto$éu odozdo preslikavanja F=(0) 1 F= (0), respektivno. To do-

vodi do mogucnosti primjene rezultata iz teorema 4.1. i 4.3. (iz prethod-
nog odjeljka) u kontekstu diferencijabilnih modela samo na odrede-
nim podrudjima stabilnosti koja osiguravaju ta svojstva. Medutim, ob-
zirom da za poluneprekinutost odozgo preslikavanja UF (0) nisu po-
trebne nikakve dodatne pretpostavke, teorem 4.2. moguce je prilagodi-
ti diferencijabilnim modelima na proizvoljnom podrucju stabilnosti
S (6%).

U tu svrhu potrebno je konstruirati slijedeci skup:

0—0*
B*)= {—:0=S5(0%),0=0", 4.21)
e — ol
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podskup jedini¢ne sfere centrirane u *. S B’ (§*) oznacimo skup svih
grani¢nih tofaka od B (§*) kada 6 — 0%, 6 & S (6%),
6 = 9*.

Nadalje, sa B’ (§) }* oznacimo polarni skup od B’ (§*), tj.

{B’(0*)} ={0:0Tu=0%ueB (8%} (4.22)
NuZan uvjet optimalnog ulaza slijedi:

Teorem 4.4.

Promatra se konveksan model (K,0Q) s realisticnom funkcijom cilja u
nekom Q* « I. Pretpostavimo da je §* lokalno optimalan ulaz obzirom
na proizvoljno podrudje stabilnosti S (§%)i da je zadovoljena ulazna
kvalifikacija ograniéenja u §*. Neka je pripadna ograniCena sedlasta.

tocka {% (%), US (0%} jedinstvena i neka su funkcije fi, i = {0} U P<
(0*), diferencijabilne. Tada je

Vo LS(x (6%), US®%); 0 lg_ge = { B’ (6%)}. 4.23)

Dokaz:

Ako se u izrazu (4.18) u teoremu 4.2 odabere x :;( *) (Sto je mo-
gude zbog F(§*) < F= (§*), dobiva se

F(0%) < o (x (0%, 0) + I [USO)1: £ (x (0%), ) (4.24)
i e P<(g*)

za svako § = N (§*) N S(8*), gdje je N(9*) neka okolina od §*. Dodava-
njem

—5 LU<®):f (x(8%),0%) = 0
ieP< (§%)

na obje strane nejednakosti, dobiva se (nakon preuredenja):

fo (x(8%), 8) — o (x(8%), 8*) + 12 [U=®1f (x(0%), 8) —
i e P<(0%)

—f (x(8%),6%)1 = 0 (4.25)
Nadalje, ako je I proizvoljna tocka u B’ (§*), tada je:
Bk - e'}r

= lim — (4.26)
k—oo |19 — 0%l
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za neki niz 8% = S(9*), 8% —>0* Medutim, obzirom na komentar koji
slijedi teorem 3.1. (3. poglavije), za taj niz (ili njegov podniz) postoji
graniéna tocka niza {U< (9%)}, takva da je

lim [US (091 € [US (0%, i< PO%). (4.27)

k—oo

Zbog diferencijabilnosti funkcija f', i € {0} U P<(9*), izraz (4.25) mo-
gude je (razvojem u Taylorov red) zapisati kao

Vof (%(0%), 10— 8% + = TUS(O): Vof (x(8%), 8)] @—8%) +
0=0" ieP< (8% 0 = 0*
40 (10— 8*1) = 0

Sada, dijeljenjem (4.28) s 18— 0* ||, supstitucijom § = §* i puStanjem
k — =, dobiva se (uz supstituciju (4.26)):

(Vg (0%, 071 + T [USO*)) 10 (x(0%), 6F 120, (429
8=0%i P< (8% § = o*

(uodimo da je, zbog jedinstvenosti sedlaste tockke, izraz (4.27) dan s
jednakoscu), odnosno,

(v IS(x(0%). US(8%); 07 1=0. (4.30)
B = o

Sada, obzirom da je I proizvoljan vektor iz B’ (8%), dobiva se (po defi-
niciji polarnog skupa):

Vo L5(x(8%), US(0%); 0) e [ B (%)} (4.31)

B:e-.‘:

Na isti na¢in mogu se difrencijabilnim konveksnim modelima
(K, 9) prilagoditi i teoremi 4.1. i 4.4; medutim, da bi se osigurala eg-

zistencija grani¢nih toCaka nizova {u < 0973 i {U< (6%)1, jednakih
U_< (%) 1 UF{B*) respektivno, potrebno je "suziti” proizvoljno podruc-

je stabilnosti. Za preslikavanje u < (§) potrebno je promatrati slije-
dedi podskup proizvoljnog podruéja stabilnosti S (8%):

S;(0%) = {8: F(8*) < F=(§%)} N S(07), (4.32)
odnosno, za preslikavanje U_< (8), podskkup:

S, (8*) = {8: F(6*) < F= (8%)} N S(8%), (4.33)
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radi osiguranja poluneprekinutosti odozdo preslikavanja F= (§*) i

F= (8*) respektivno.

Teorem 4.4. daje nuZzan uvjet optimalnosti ulaza diferencijabilnih
konveksnih modela (K,0). Za dovoljan uvjet izoliranog lokalno opti-
malnog ulaza potrebno je, uz pretpostavke teorema 4.4, pretpostaviti
i da skup {B’(§*)}* ima nepraznu unutradnjost.? Tada je

. € int{B’" (")}, (4.34)

Vo L<(x(0%), US(8%); 0] Y

dovoljan uvjet izoliranog lokalno optimalnog ulaza diferencijabilnog
konveksnog modela (K,§) obzirom na proizvoljno podrucje stabilnosti
S(@*) (za detaljniju informaciju vidjeti [16] ili [21]). Analogni rezul-
tat moze se dobiti j za funkcije Lagrange-ovih multiplikatora u.< )]
P US (9.

Treba uoCiti da, ukoliko je za diferencijabilan model (K, §) zado-
voljen Slaterov uvjet za §=0%, kao podrucje stabilnosti S(8*) u teore-
mu 4.4. moZe se odabrati okolina N(§*) od 0*. Tada B(0*) postaje je-
dini¢na sfera centrirana u 6%, pa je {B’ (%) }* = {0}, Sto, uz P.< 0*) =
P daje

VoL (x(8%), u(0%); 8)]g—gr = 0, (4.35)

gdje je L klasi¢na Lagrange-ova funkcija (sjetimo se da Slaterov uv-
jet takoder predstavlja jednu od ulaznih kvalifikacija ograniCenja te
da osigurava jedinstvenost sedlaste tocke).

Dovoljan uvjet u ovom slu¢aju nema smisla jer je

int {B(6*)}r = int {0} = 0.

Ilustrativan primjer za teorem 4.4. moZe se naci u [16, 21].

4.5. Eksplicitna reprezentacija optimalnog ulaza intervalnog

linearnog modela

U poslijednjem odjeljku ovog poglavlja prikazan je nacin ekspli-
citne reprezentacije optimalnog ulaza za posebnu klasu linearnih
modela, tzv. intervalne linearne modele (IL, §):

min cT x

p.o.

a<Ax=b,
gdiejece R, aeR", be R™i A R™

2 Unutra$njost polarnog skupa nekog skupa K definira se kao
mKr={u:0=xeK=u"x>0}
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Pretpostavlja se da granice intervala a i b mogu varirati unutar
nekih granica tolerancije [ad,a®] i [bd, b#] respektivno, tj. a® = a < as,
bd < b =< be, dok su ¢ i A fiksni. Intencija je da se odredi optimalan
izbor a i b unutar granica tolerancije.

Uz pretpostavku da je rang matrice A jednak m, moguce je .aj
problem rijeesiti analiti¢ki i odrediti eksplicitnu reprezentaciju opti-
malnog ulaza a* i b*.

Prvo, definirajmo viZeznatno preslikavanje 1 R?XR™xR™—
R™: za neke vektore x =[x;], y=1[yi] it z=1[z] u Rm™, vektorska
funkcija 7 (x,y; z) ima komponente ), definirane na slijedeé¢i nacin:

X; za z; <0
n=y Y za z; > 0, (4.36)
[x, ] zaz,=0
pri ¢emu je
[x, v] = {0+ (I —Ny:: A [0, 11},

konveksna kombinacija x; i y;.

Nadalje, definirajmo n—(x,y; w) = [n] i n* (x,y; w) = [5*;] kako
slijedi:

X; za w; <0
= { [, v] za w20, @30
i
X, za w; > 0
= { [x;, vi] za w; = 0. (3.38)

Napokon, s A+ ozna¢imo Moore-Penrose-ovu generaliziranu inverz-
nu matricu od matrice A.B

Teorem 4.5.

Promatra se intervalni linearni model (IL,9) s realisticnom funkcijom
cilja unutar granica tolerancije od a i b. Neka je r(A) = m. Tada je
optimalni ulaz modela (IL, d) a* i b* dan kao

8 Generalizirana inverzna matrica neke matrice A reda mxn je matri-
ca T koja zadovoljava matri¢nu jednadzbu ATA = A. Moore-Penrose-ova
generalizirana inverzna matrica definirana je kao jedinstveno rjeSenje sis-
tema matri¢nih jednadzbi:

?(Xé\( =A,
AX =X,
(AX)" = AX,

(XA)" = XA.

Metoda za njeno izratunavanje moZe se naci npr. u [05].
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a* = 7+ (a4, as;(—A+ )T c), (4.39)
b* = 1 (b4, bs; (—A*)T ). (4.40)

Pripadno optimalno rjeSenje je

X = At (@, b* (—A*)7 ) + N(A)» (4.41)

a pripadna optimalna vrijednost funkcije cilja je

7: cT (A+ M (ad, bg; (_A+)T C)) (4.42)

Napomena: dokaz ovog teorema i ilustrativni primjer mogu se nadi
u [16], [17].

5. NUMERICKE METODE

U prvom dijelu ovog pregleda izloZene su skice nekih numeric¢kih
metoda koje se mogu koristiti u prvoj etapi procesa stabilnee opti-
malizacije konveksnih modela MP — lokalnoj analizi stabilnosti mo-
dela (K,0). U ovom dijelu pregleda daje se prikaz (u osnovnim crta-
ma) metode za poboljSavanje tekudeg ulaza (Il etapa) za uZu klasu
modela (K, 8), tzv. bikonveksne modele, koja u sebi ukljuduje i III
ctapu — testiranje optimalnosti tekuceg ulaza. Na kraju poglavlja,
data je i osnovna idcja za konstrukciju metode za odredivanje "naj-
prihvatljivije” stabilne putanje koja vodi do lokalno optimalnog ula-
za (IV etapa).

5.3. Odredivanje stabilne putanje od polaznog do optimalnog ulaza
bi-konveksnog diferencijabilnog modela MP

Mectoda za odredivanje lokalno stabilne putanje iz pocetnog ula-

za koja poboljsava optimalnu vrijednost funkcije cilja f(f) i (u ideal-
nom slucaju vodi ka optimalnom ulazu do sada je ustanovljena samo
za uzu klasu konveksnih modela (K, 8), tzv. bi-konveksne modele, tj.
model u kojima su funkcije fi(x,8), i =0 U P konveksne ne samo po
x ve¢ i po §. Ova metoda je opadajudeg tipa s linearnim stupnjem
konvergencije. Putanja po kojoj optimalna vrijednost funkcije cilja
opada odreduje se pomocu tzv. formule za marginalnu vrijednost.
Istaknimo ovdje da putanja izmedu dve ulaza, §' i §* na podrucju
stabilnosti u §' nije nuzno stabilna za izlaznu trojku na citavoj stazi.
Neprekinutost je garantirana samo u nekoj okolini §! koja moZe biti
znatno manja od podrudja stabilnosti (ne zaboravimo da se u drugoj

* N(A) oznacava nula-prostor matrice A.
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etapi radi o lokalnoj analizi stabilnosti). U opcdem slucaju problem
koliko daleko se moZe i¢i duZ putanje u S(8!)) a da izlaz bude nepre-
kinut, ozbiljan je i treba se tretirati ad hoc. (Naravno, u linearnom
modelu s ogranicenjima A(0)x = b, a;(@) > 0, b; >0, svako a;—>eg>0
povlaci globalnu neprekinutost.)

5.3.1. Formula za marginalnu vrijednost

U literaturi postoje razliCiti iskazi formule za marginalnu vrijed-
nost c¢iju egizstenciju osiguravaju razliCte preitpostavke na model
(K, 8). Na primjer, u [03] data je formula za marginalnu vrijednost uz
zadovoljenje Slaterovog uvjeta. Ovdje je dat iskaz te formule za bi-
konveksni model (K, ) uz neSto blaze pretpostavke (za detalje vidjeti
[19], [21]). Jedna od pretpostavki je da model (K, §) zadovoljava jed-
no od dva svojstva iskazana u definicijama 5.1.1 5.2:

Definicija 5.1.
Promatra se bi-konveksni model (K,8) s realisticnom funkcijom cilja
u § =0 e<7J. Pretpostavimo da je pripadna sedlasta tocka {;(90),

u; (Be): i e p< (0°)} jedinstvena. Tada wmodel zadovoljava ’svojstvo
U(g°)” u @ obzirom na podruéje V;(9°) 0 I ako, za svaku fiksnu pu-
tanju, takvu da vrijedi:

B = V(09 N I 880 = 14, (0) = s (8, = P (6°) (5.4)
postoje granicne tocke

U, (0°) — 1, (9) ~
lim , S e P(x(fe)). (5.5)
0—9° e —oll
e Vi(p) N T

Definicija 5.2.

Promatra se bi-konveksni model (K,0) koji zadovoljava pretpostavke
iz definicije 5.1. Neka za svaki niz {0} e V3(8°) N I,8x—>@°, za koji

r:,- (0%) — Zi (8°), i € P< (9°), vrijedi:
{P< (08 N P (x(6°) } = P<(§°).

Tada model (K,Q) zadovoljava "svojstvo IND(®°)” u €° ako za svaku
fiksnu putanju za koju vrijedi (5.4), postoje granitne todke:
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fi (x(0°), 0) -
lim , i e P(x(9°)). ‘ (5.6)
§—0° Il go—@ll
GEVJ(GO) nrI

Formula za marginainu vrijednost slijedi:

Teorem 5.1.

Promatra se bi-konveksni model (K,0) s realisticnom funkcijom cilja
uh =0l Neka je pripadna sedlasta tocka {;(80), Zi (8°), 1
e P< (8°)} jedinstvena i neka je zadovoljeno svojstvo U(f°) ili svojstvo
IND(8°) u @°. Nadalje, neka su funkcije f* (X, 8), ie{d} U p< (d°) dife-
rencijabilne po § na V; (0°) N I N N(§°), gdje je N(0°) neka okolina od
0° i neka su derivacije [f (x,0)1g—ge ¢ & {0} U P< (§°), neprekinute

po x u X(0°). Tada, za svaku fiksnu putanju §—>0°, 0 € V;(0°) N I, za
koju postoji

60—
I =lim —_ (5.7)
807 19 —0°1
deV,°)nI
vrijedi:
| (0)—F () -
tim = IT[(x(0°), u(®); 0y g (5.8)
00 1o—oe i
peV;(@o)ni

Dokaz ovog teorema moZze se naéi u [19]. Medutim, formula (11.8)
ne mora vrijediti izvan podrudja stabilnosti V,; (@°) (ilustrativni prim-
jer moze se nadi u [21]).

5.3.2. Metoda

Metoda za odredivanje stabilne putanje duz koje se poboljsava
vrijednost funkcije optimalne vrijednosti, sastoji se (uz inicijalizaciju)
od $est osnovnih koraka, prikazanih u slijedecem dijagramu 5.7. (na na-
rednoj strani).

U prvom koraku metode odreduje se podrudje stabilnosti V; oY
(ili neki njegov podskup), za $to je mogude koristiti metodu izloZenu
v odeljku 5.2.1. Na dosada$njem stupnju razvoja ove metode nije mo-
guce koristiti druga podrucja stabilnosti jer formula za marginalnu
vrijednost ne mora nuZno vrijediti izvan podrucja V; (8°).
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Dijagram 5.7,

Inicijalizacija
0 =10°

e l
'
|

Odredivanje podrucja
stabilnosti (Vi (8" N I)

Rjesavanje programa
K, 09
8 je optimalan ulaz \___Q_A_} STOP )
? -

>

NE |
Odredivanje putanje d!
iz 0' unutar podrucja
stabilnosti, koja sma-
njuje opt. vrijednost
funkcije cilja, te od-
redivanje stabilnog
dijela takve putanje

Rjesavanje pripadnog
problema jednodimenzio-
nalnog pretrazivanja
nastabilnoj putanji

Konstrukcija boljeg ulaza

U drugom koraku, rjeSava se pripadni konveksni program (K, §!)

da bi se odredila sedlasta tocka {x@),u@®) :i e P< (6°)}. Za rjesava-
nje ovog programa moze se koristiti npr. metoda pro$irene Lagrange-
ove funkcije.’

* Za konveksni program (K) prosirena Lagrange-ova funkcija definira
se kao

Lix,u,0) = £(x) + T (Y (@ F' () + w) — (u),
iep<
gdje je Y.(t) =Y(t) za t =0, odnosno V¥, (=0 za t<0,ia>0 Ut je

kaznena funkcija definirana kao nenegativna konveksna funkcija, dvostru-
ko diferencijabilna na R sa striktno rastucom prvom derivacijom,
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Trec¢j korak odnosi se na testiranje optimalnosti tekuceg ulaza 8!
(111 etapa procesa optimalizacije modela MP). U tu svrhu mogude je
koristiti neku od karakterizacija optimalnosti izloZenih u 4. poglav-
lju ovog rada. (Obzirom da je na podruc¢ju stabilnosti V;(§°) uvijek
zadovoljena ulazna kvalifikacija ogranienja (UKO) pogodno je koris-
titi karakterizaciju iskazanu teoremom 4.2.)

U &etvrtom koraku metode, ukoliko tekuci ulaz §' nije optimalan,
pomocu formule za marginalnu vrijednost odreduje se stabilna puta-
nja d! po kojoj se lokalno poboljsava funkcija optimalne vrijednosti
(trazi se takva putanja koja zadovoljava

ITLES (% (01), 4 (8); )V g—ge < 0 L).

U petom koraku, na stabilnom dijelu gornje putanje, rjesava se
problem jednodimenzionalnog pretraZivanja. Na primjer, ukoliko je
funkcija optimalne vrijednosti striktno konveksna funkcija po 0, za
linarnu putanju @' + ad!, rjesava se slijedeéi program (po a):

Min fo (x(8"), 8! + ad?
p-o.
6+ ad e V(@) 0 T,

o > 0.

(U ovom koraku, na nekoliko konkretnih prakti¢nih slucajeva, uspjes-
no se izvrdilo pretraZivanje metodom zlatnog pravila (vidjeti [08],

[021.)

U $estom koraku konstruira sc "bolji” ulaz koji sluzi kao polazno
stanje za novu iteraciju. Na primjer, ako je rjeSenje programa iz pret-
hodnog koraka g, tada je "bolji” ulaz:

pi+! = ¢ + o d.
Ova metoda ilustrirana je jednostavnim primjerom:

Primjer 5.5.

Promatra se konveksan model:

Min (8, (x; —X;) + X3— 0%)
p.o.

Metoda koja koristi ovu funkciju bazira se na teoremu o koresponden-
ciji izmedu optimalnog rje§enja programa _&K) i ograniene stacionarne
toCke ove funkcije, gefinirane kao __toc“:ke x,u e R™ (q = card P< ) takve
da jex e F-, V.L(x,u,o) € [D=, = X" i V.Lx, 1, o) = 0.

Ova metoda u stvari predstavlja poopéenje metode prosirene (klasiéne)
Lagrange-ove funkcije, originalno ustanovljene za konveksne modele koji
zadovoljavaju Slaterov uvjet. (Prikaz metode u koracima i teorema na
kojima se bazira mogu se nadéi u [25].)
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—0x; + x4, =0,

X, =<0,
el X2 _"1 = 0}
9, x;=0,

u pocetnom stanju §° = (1,2)T. Ovdje je P=(0°) = {1,2,4} i F=(g°) =
{0,x,00T:x, =R}, pa je V;(@)={08:0,>0}. U drugom koraku rje-
Sava se program:

Min (2(x; —%)) + %3 —1)

p.o.

—X; + x5 <0,
X =<0,

X, —1 =0,
2%, = 0.

Metoda proSirene ogranicene Lagrange-ove funkcije daje sistem:

Cl,(xz _I) + u‘j = 21
a(x.? _]) - 01

odnosno, sedlastu tocku ;(.60) =(0,1,0T 1 u;(0°) = 2. Optimalna vri-
jednost funkcije cilja u poCetnom stanju je f(§) = —3.

U trecem koraku, lako je, koriStenjem teorema 5.2, pokazati da §° nije
optimalan ulaz.

U Cetvrtom koraku konstruira se ograni¢ena Lagrange-ova funkcija (u
sedlastoj tocki):

LS (x(8), (0°); ) = 0, — 02, — 20, — 2

odnosno, odreduje se njen gradijent (po §) u 6°

P , 20, —2 —4
[V L2 (x(82), u(e); 0)] 0:e°’:l 1 }9:9";[ ! ]

Na primjer, linearna putanja 0° + g d° uz d° = (1,0)T i & = (0, 1), osi-
gurava perturbiranje modela unutar V;(0°) N I a istovremeno daje vri-
jednost limesa iz (5.7) 1 = (1, 0)7, $to daje:

1T [ LE(x(67), uf80); 8)1, g _go = —4 < 0.

To znaCi da perturbacije duz tako odabrane putanje smanjuju opti-
malnu vrijednost funkcije cilja.

U petom koraku rjelava se program:
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Min (—(1 + a)?)
p.o.
a < (0,1]

koji daje rjeSenje a, = 1. Prema tome, u Sestom koraku konstruira se
"bolji” ulaz na slijedeci nacin:

BI — eo + do = (2’ Z)T

Uo&imo da ovaj ulaz odreduje optimalno rjeSenje ;(91) = (0,1/2,0) koje

daje optimalnu vrijednost funkcije cilja f(§') = —5.

5.4. Odredivanje najprihvatljivije stabilne putanje od polaznog do op-
timalnog ulaza modela (K, §)

Opdenito, za konveksni model (K, 0) postoji vise medusobno raz-
Ji¢itih stabilnih putanja koje vode od polaznog ulaza §° do lokalno op-
timalnog ulaza §* (ili vi$e razli¢itih lokalno optimalnih ulaza, o ¢emu
je veé bilo govora). Poslijednja etapa procesa optimalizacije modela
matemati¢kog programiranja odnosi se upravo na odredivanje ''naj-
prihvatljivije” izmedu svih takvih stabilnih putanja, pri ¢emu se kao
kriterij “prihvatljivosti” koristi neki prikladan eksterni kriterij (mi-
nimalni trokovi, najmanja duljina putanje itd.).Metoda za rjeSava-
nje ovog problema jo$ nije razradena ali osnovna ideja jest u koris-
tenju racuna varijacija. U tom kontekstu, provodi se dodatna para-
metrizacija modela:

0 =0(t) =1(0,(8)], t,=t=1,

Problem odredivanja najprihvatljivije stabilne putanje svodi se na
rjeSavanje slijedeceg problema:

t

Min (Max) [ F(@®; (1) ,...,0,(),0; (©),...0, (1)
t, :

p.o.

DO, (t),...,0,(t)) =0,
0@ (t) , - -+, 8, (t) =0,
0, (t),...,0, 1) S

gdje je F odabrani kriterij “prihvatljivosti” stabilne putanje (o Cijem
izboru ovisi i izbor tipa optimizacije) a S je skup svih stabilnih puta-
nja od §° do 0*. OgraniCenja ® i ¢ odnose se na granice integracije
t, i t,, koje mogu biti fiksne ili varijabilne (ukoliko §* nije jednoznac-
no odreden). U opéem sluaju (ukoliko pri nekoj od "usputnih” rea-
lizacija modela stabilna putanja mijenja smjer) radi se o problemu
ratuna varijacija u kojem argument funkcionala nije iz klase C?, tj.
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mogudi su "uglovi” koje dozZivljavaju promatrane stabilne putanje.
Dodatni problem je i odredivanje skupa svih stabilnih putanja S koji
ocigledno smije sadrzavati samo funkcije koje pripadaju istoj klasi,
¢ime se ovaj nac¢n rjeSavanja problema izbora "najprihvatljivije” sta-
bilne putanje ograni¢ava. Otvoreno pitanje je i nacin razrje$avanja
problema bifurkacije podrué¢ja stabilnosti i razli¢itih lokalno optimal-
nih ulaza koje nije mogude povezati pomi¢nom gornjom granicom in-
tegracije.

Iz rezultata prikazanih u ovom poglavlju vidljivo je da numericki
dio procesa stabilne optimalizacije modela MP nije jod dovoljno dob-
ro razraden. Medutim, do sada je ova) postupak uspje$no primjenjen
u rjeSavanju nekoliko netrivijalnih prakti¢cnih problema (npr. prob-
lem optimalne proizvodnje u tvornici tekstila i tvornici kave, vidjeti
[02]), a trenutno se intenzivno radi i na rjeSavanju otvorenih teorij-
skih problema iz ovog podrudja te se uskoro mogu odekivati potpu-
niji rezultati i zaokruZivanje optimalizacije modela MP u konzistent-
nu cjelinu.

6. SPECIFICNI PROBLEMI OPTIMALIZACIJE MODELA
MATEMATICKOG PROGRAMIRANIJA

6.1. Komplementarni problem optimalizacije modela MP

Do sada je konveksan model (K,0) promatran kao crna kutija
gdje je ulaz predstavljao vektor parametara § €I, koji je generirao

izlaz {F(0), F(0), £(0)}. Polazedi od nekog ulaza §° odredivala se stabil-
na putanja (u smislu neprekinutosti promjene izlaza) koja vodi do lo-
kalno optimalnog ulaza 0*. Komplementarni pristup je da se specifi-
cira stanje sistema x unutar nekog eksplicite zadanog skupa X < R»
te da se to stanje promatra kao ulaz modela koji generira izlaz

{F(x), E(x),?(x) }, pri ¢emu je:

Fx) ={0=Rr:fi(x,0) =0, i = PN I— dopustiv skup,
0(x) — optimalno rjesenje,
F(x) = {0(x)} — skup optimalnih rjeSenja i

f(x) = f° (x, 8(x)) — funkcija optimalne vrijednosti.

Uz pretpostavku da svako fiksno stanje modela x € X odreduje

~

optimalni izbor parametara @(x), moguée je formulirati model MP uz
zamijenjene uloge § i x. U tom kontekstu, podrudje stabilnosti i stabilne
putanje odreduje se unutar skupa X (a ne kao do sada, unutar skupa
I). Ovako postavljen problem optimizacije modela MP naziva se
komplementarni problem optimalizacije modela MP.
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Uputno je promotriti povezanost originalnog i komplementarnog
problema optimalizacije modela MP. Ako pretpostavimo da sistem
trenutno funkcionira s nekim pocetnim vektorom parametara §° i po-
¢etnim rjeSenjem x° (ne nuzno optimalnim za § = 6°) i ako s * ozna-
¢imo lokalno optimalni ulaz originalnog problema (s pripadnim opti-

malnim rjeSenjem x(0*) te s x* lokalno optimalno rjeenje komple-
mientarnog problema optimalizacije istog modela MP (s pripadnim op-

timalnim rjeSenjem @(x*)), tada se definira slijededa veza izmedu ta
dva problema:

Definicija 6.1.

Za originalni i komplementarni problem optimalizacije wmodela MP
kaze se da su kompatibilni obzirom na pocetni par ulaza 0° i x° ako
postoji par lokalno optimalnih ulaza §* i x* ovih problema respektivino

i ako za barem jedan par pripadnih optimalnih rjesenja, ;(6*) r B(x*),
vrijedi:

x* = x(8%) i 0% = 9(x)
U proiivnom, za ove probleme kaZe se da su inkompatibilni.

Ako je model stabilan na ¢itavim I i X (npr. ako je zadovoljen
Slaterov uvjet za svako § €1 i za svako x = X), uz pretpostavku da su
X 1 I kompaktni skupovi, tada su originalni i komplementarni prob-
lem optimalizacije modela MP kompatibilni.

Primjer modela (K, 0) za koji su ova dva problema inkompatibilna
iako su X i I kompaktni skupovi, mozZe se naéi u [21].

Ideja koja stoji iza formulacije komplementarnog problema opti-
malizacije modela MP jest da se njegovim povezivanjem s originalnim
problemom stvori jedinstven pristup optimalizaciji modela MP i time
upotpuni njihovo razumijevanje.

6.2. Vremenski ovisna optimalizacija modela MP

Problem optimalizacije modela MP u kojem je vektor parameta-
ra funkcija vremena tj. § = 8(t), t € [tu,t* 1, naziva se problem vre-
menski ovisne optimalizacije modela MP. Onovni cilj ovih problema
jest odredivanje stabilne putanje, unutar zadane klase funkcija
0 = 8(c, 1), gdje je c & Rs neki vektor konstantni, koja lokalno optima-

lizira funkciju optimalne vrijednosti f£(6*(t, )) u konatnom trenutku
t, . Ovaj problem u prvom koraku rjeSava se kao "obi¢an” problem
optimalizacije modela MP, bez eksplicitnog uklju¢ivanja vremenske
dimenzije da bi se u drugom koraku optimalnoj putanji §°— 0* do-
dala vremenska dimenzija. Pri tome se konstante ¢ odreduju pomodcu
rubnih uvjeta za svako @', 1 =1,2,... RjeSavanje problema vremenski




240 IGOR JEMRIC

ovisne optimalizacije modela MP ilustrirano je primjerom, (preuze-
tim iz [21]):

Primjer 6.1.

Promatra se linearni model:

Min (8, (1) —x,
p.o. -
Xy + X3 —1 = 0,
—x; —8, (1) x, + 1 <0,
—x; =, (1) =0,
te [0,t* ],

u pocetnom stanju §° = 8(0) = (9,(0), §,(0)T = (1,2)T. Trazi se stabilna
putanja § = 6(t) koja optimalizira funkciju optimalne vrijednosti u t,
U prvom koraku (bez ukljudivanja vremenske dimenzije) dobiva se
da je lokalno optimalni ulaz 8* = (0,1)T i da je svaka putanja ° - g*
unutar podrudja

S(0°) ={0=1(0,0)7:0=<9,<1,0,>1}

stabilna. Logic¢an izbor je najkraéa putanja od §° do §*:

i 2afoso=r]
1+ 8 R

U drugom korakku uljuduje se vremenska dimenzija, uz izbor klase
linearnih funkcija:

0(t) =t + B, i e {1,2}.
Iz rubnih uvjeta (§(0) = (1, 2)T, 0(t, ) = (0, 1)T) dobiva se:

1
Blzl;Bz=21a1=az:—“‘;
t

*

odnosno, vremenski ovisna stabilna putanja:

t t
0,(t) =———+1, Qft)=——+2,0=t=<1t,.
r, t,
Naravno, ovaj problem ne mora biti rje$iv za sve klase funkcija
8 = 0(c,t) a takoder je mogud i razli¢it izbor funkcija u svakom ko-
raku iterativnog postupka optimalizacije modela MP (za razlitite di-
jelove putanje §' - g'+1,1 = 0, 1, 2,..).

Problem vremenski ovisne optimalizacije modela MP posebno je pri-
mjenjiv u dinami¢kim ekonomskim modelima, kako prakti¢nim tako
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i teorijskim modelima rasta (Leontievljev dinamic¢kl model, Von
Neumann-ov model 1 dr.).

6.3. Optimalizacija modela MP u nelinearnom programiranju

6.3.1. Nelinearni program kao konveksni model MP

Obzirom na cinjenicu da optimalizacija modela MP ne samo da
ukljucuje parametarske varijable veé i optimalizira njihove vrijednosti,
namede se pitanje zasto se parametarske varijable ne tretiraju kao
varijable odludivanja i optimaliziraju u »klasiénom« smislu tj. zadto se
konveksni model (K,§) ne promatra kao matemati¢ki (ne nuzno kon-
veksni) program:

Min fe (z)
(P, z) p. 0.
fi(z)y=0,ie P,

gdje je z = (x,0) = Rn+r,

Ovakav pristup rjeSavanju modela matemati¢kog programiranja
bitno je drugadiji od stabilne optimalizacije modela MP, iz dva raz-
loga:

prvo, vektor 8%, dobiven ocitavanjem iz rjeSenja gornjeg programa
—z* = (x*,0%), ne mora odgovarati optimalnom ulazu dobivenim sta-
bilnim perturbacijama modela (K, §) iz pocetnog stanja §°;

drugo, ¢ak i ako se rjeSenja poklapaju, program (P,z) ignorira argu-
ment stabilnosti i njegovo rjesenje ne daje informaciju o stabilnoj pu-
tanji od pocetnog do optimalnog ulaza modela (K, §).

Medutim, mogué je suprotni tok razmisljanja:

nelinearne programe (Cesto vrlo te$ko rjesive) u veéini slucajeva mo-
guée je, prikladnim razdvajanjem vektora varijabli odluivanja z na
dvije grupe varijabli —xi @, preformulirati u znatno jednostavnije
konveksne (Cesto ¢ak i linearne) modele MP i rije$iti ih pomodu opti-
malizacije konvekksnih modela MP. Za primjer promotrimo poznati
Kuhn-Tucerov problem:

Primjer 6.2

Promatra se slijededi nelinearni program:
Min (—z)
uz ogranicenja:
(z;— 1)} +2,=0,

2z, =0, z,= 0.
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Ovaj program ima jedinstveno optimalno rjeSenje z* = 1, z,* = 0, me-
dutim, pripadna Lagrange-ova funkcija nema sedlastu toCku, $to znadi
da se ovo optimalno rjeSenje ne moZze karakterizirati KKT uvjetima
cptimalnosti. Medutim, tretiranje jedne varijable, recimo z, kao para-
metarske varijable § (z, ¢emo, radi podvladenja promjene koncepta
preimenovati u x) prevodi ovaj nelinearni program u linearni model:

Min (—0)

@—17 +x=0,
—) =0,
—x = 0.
U 9* = 1, podrudje stabilnosti S (§*) = [0,1] i teorem 4.1. potvrduje op-

timalnost ovog »ulaza« (pripadna Lagrange-ova funkcija je:

LS(x, u; 0) = —8 (1 + u, (9))

¢iju nejednakost sedla zadovoljava funkkcija Lagrange-ovih multipli-
katora:

I—9

0=u, (g = ).

0

Pripadno optimalno rjesenje je ;(B*) = 0.

6.3.2. Strukturni optimum

U prethodnom odjeljku spomenui:a ideja o tretmanu matemati¢kih
programa kao modela MP vodi do novog koncepta ,relaksirane” opti-
malizacije matematickih programa. Konceptualno nov nacin definira-
nja pojma optimalnosti veZze se uz pojam strukturnog optimuma, defi-
niranog (u [20]) na slijedeci nacin:

Definicija 6.2.

Dopustivo rjeSenje z* programa (P) naziva se strukturni optimum ako,
za barem jednu podjelu varijabli z* = (x*, §%), 0* predstavija lokalno
optimalni ulaz obzirom na neko podrucje stabilnosti u 0* i ako je

x* = x (§*) pripadno optimalno rjeSenje.
Dakle, ideja ovog novog koncepta je u tretmanu matematickih pro-
grama kao modela MP, pri ¢emu je z* strukturni optimum ako svako

poboljSanje vrijednosti funkcije cilja E(e) pomakom iz 0* rezultira u
naglim skokovima pripadnog dopustivog skupa.
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Karakterizacija strukturnog optimuma naravno bazira se na ka-
vakterizaciji optimalnog rjesenja konveksnog programa (za X-kompo-
nente vektora z) te na karakterizaciji optimalnog ulaza konveksnog mo-
dela (za 9-komponente vektora Z).

Uodimo da za z = x (§to je takoder ukljueno u definiciju 6.2), pripadni
strukturni optimum odgovara ,klasi¢nom” optimumu. Prema tome, sva-
ki ,klasi¢ni” optimum je nuino i strukturni optimum. Medutim, pos-
toje strukturni optimumi koji nisu 1 klasi¢ni”. Jedna takva situacija
ilustrirana je primjerom:

Primjer 6.3.

Promatra sc nelinearni program:

Min (— z; 2, Z3)

p.o
2,73 (2, —2) =0
2,2y (2, —2) =0
Z,+2,—2=0
z,€1[0,2],z, = 0.
Nakon podjele varijabli — 0 = (z,2,) i x = z;, dobiva se lokalno opti-

malan ulaz §* = (1, DT (uz zadovoljenje uvjeta stabilnosti za pocetni
ulaz 8¢ = (0,0))*. Pripadno optimalno riedenje je x(®* =1, pa je

2% = (1,1, DT, s optimalnom vrijednos$cu fo0*) = 1, strukturni optimum
promatranog programa (prema definiciji 6.2). Medutim, to rje$enje ni-
je i ,klasi¢ni” lokalni optimum, ali smanjivanje vrijednosti funkcije
cilja (dozvoljenim, obzirom na ogranitenja nelinearnog programa, po-

vecavanjem vrijednosti z,) rezultira u kontrakciji skupa dopustivih rje-
genja modela (K, 8).

Strukturni optimum, osim $to uzima u obzir stabilnost, prikladan je i
u situacijama kada standardna karakterizacija optimalnosti nije pri-
mjenjiva (npr. u primjeru 6.2).

Za nelinearne programe kod kojih skup klasiénih” optimalnih rjese-
nja odgovara skupu strukturnih optimuma kaZe se da su strukturno
regularni (takvi su npr. svi konveksni programi).

Na kraju ovog odjeljka spomenuti ¢emo da je pojam strukturnog
optimuma bitno povezan s pojmom neprekidnosti vi§ezna¢nih preslika-

vanja (zbog insistiranja na stabilnosti koja sc definira kao neprekinu-
tost promjena dopustivog skupa) te da stoga razli¢ite definicije nepre-
kinutosti vizeznalnih preslikavanja mogu generirati razli¢ite strukture
optimume.
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6.4. Visekriterijalna stabilna optimalizacija konveksnih modela MP
6.4.1. Visekriterijalno konveksno programiranje

Ovaj odjeljak daje neke osnovne elemente vezane uz visekriterijal-
ne konveksne programe, kao pripremu za analizu visekriterijalnih kon-
veksnih modela u kontekstu njihove optimaalizacije.

Opdenito, visekriterijalni matematicki program razlikuje se od jed-
nokriterijalnog utoliko $to se na istom dopustivom skupu simultano
optimalizira vie, u pravilu medusobno konfliktnih, funkcija cilja. U
ovom odjeljku promatra se viSekriterijalni konveksni program (VK):

min {$* (x) : k e Q}

p- 0.
fi(x)<0,ieP,

pri ¢emu su Q ={1,2,...,r} i P= {1,2,...,m} konacni skupovi a
funkcije cilja ®<-R*—>R, ke Q, i funkcije ograni¢enja fi: R*—>R,
i P, konveksne neprekinute funkcije. Kao i kod jednokriterijalnog
konveksnog programa (K), konveksan dopustiv skup F odreden je funk-
cijama ograni¢enja fi (x),i € P, tj.

F={xeR:fi(x)=0, ie P} (6.1)

Obzirom da ne postoji (u opéem slucaju) tzv. idealno rjeSenje tj.
jedinstveno optimalno rjesenje za sve funkcije cilja ¢* (x), k € Q (po-
jedina¢no promatrano), pribjegava se odredivanju takvih dopustivih
rjesenja koja se, obzirom na zadane kriterije, ,,na neki nacin” izdvajaju
kao ,bolja” od ostalih dopustivih rjesenja. Najrasireniji pristup u to-
me je odredivanje tzv. efikasnih ili Pareto-optimalnih rjesenja, defini-
ranih na slijededi nacin:

Definicija 6.3. .

Totka x* e F je Pareto-optimalno (ili efikasno) rieSenje programa
(VK) ako ne postoji to¢ka x & F takva da vrijedi

Pk (x) = D (x*), k€ Q, (6.2)
uz barem jednu striktnu nejednakost.

Radi konciznosti, ovdje je izloZena karakterizacija Pareto-optimal-
nosti samo za diferencijabilne visekriterijalne konveksne programe.

Za fiksno s € Q i x* € F, uvode se slijededi pojmovi:

Q =0\ {s}={keQ:k=5s} (6.3)

Fs (x*) = {x € Rr: DHx) < O (x¥), k = Q<}, | 6.4)
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Qs (x*) = {k & Qs : Pk (x) = *(x¥) Vx € F* (x*)}, (6.5)
Q.(x*)= U Q(x%) (6.6)
seQ

Moze se uoditi da je
Q_ (x*) ={keQ:xe F(x¥)= P (x) = P(x¥) za neko s € Q*},
6.7)

odnosno da je

ONQ. (x*) = (ke Q: 3 xe Fs(x*) 3 & (x) < D (x%) ¥ 5 = Q).
(6.8)
Teorent 6.1.

Promatra se viskeriterijalni konveksni progrant (VK) u kojem su funk-
cije @, ke Qif, 1P, diferencijabilne. Tolka x* € F je Pareto-opti-
malno rjeSenje ako, i samo ako, ili vrijedi Q = Q_ (x™) ili postoje ne-
negativnt brojevi

)\rk = 0, k = Q\\Qz (x:‘c):
W, =0, i€ P(x*)\ P,

i1e svi nula, takvi da vrijedt

+
W VO (xY) + 1o M Vi(xF) e {Q = (x*UP = (x*)}.
ke O\NQ = (x7) e P(x*\P
(6.9)

Napomena: dokaz ovog teorema moie se nadi u [18].

Uz Pareto-optimalna rjesenja, u viekriterijalnom konveksnom progra-
miranju poznat je i problem odredivanja tzv. slabih, odnosno jakih
Pareto-optimalnih rjesenja, ¢ije definicije slijede:

Definicija 6.4.

Toda x* = F je slabo Pareto-optimalno rjelenje visekriterijalnog prog-
rama (VK) ako ne posioji tocka x  F takva da vrijedi

P (x) < DF (x*), k € Q. (6.10)

Definicija 6.5.

Toéka x* € F je jako Paretno-optimalno rjiefenje visekriterijalnog pro-
grama (VK) ako postoji skalar B> 0 takav da za svako k= Q i xeF
koji zadovoljavaju
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Dk (x) < D* (x*), (6.11)
postoji barem jedno k € Q \ {k} sa svojstvom

P (x*) — Pk (x)
< B, (6.12)

k k
D= (x) — D~ (x¥)

Jasno je da je svako jako Pareto-oplimalno rjesenje istovremeno
i Pareto-optimalno rjeSenje te da je svako Pareto-optimalno rjesenje
istovremeno ; slabo Pareto-optimalno rjedenje (ako je Q_ (x*) =0, sku-
povi Pareto-optimalnih rjeSenja i slabih Pareto-optimalnih rjesenja ko-
incidiraju).

Tlustrativni primjer razlike izmedu ova tri tipa rjeSenja moze se
nadéi u [08].

Naredna dva teorema karakteriziraju slabo i jako Pareto-optimal-
no rjeéenje pomocu slijedece funkcije:

Lix, W)= 1= MP () (6.13)
ke

Teorema 6.2.

Toéka x* = F je slabo Pareto-optimalno rjesenje viekriterijalnog pro-
grama (VK) ako, i samo ako, postoji nenegativan vektor 3* = [n.*].
k e O, takav da x* minimizira L (x, \*) na skupu F.

Teorent 6.3.

Todka x* & F je jako Pareto-optimalno rjeSenje visekriterijalnog pro-
grama (VK) ako, i samo ako, postoji pozitivan vektor AF = [h*],
k € 0, takav da x* minimizira L (x, \*) na skupu F.

Na temelju usporedbe teorema 6.2. 1 6.3. s teoremom 6.1. uolljivo
je da je karakterizacija (a time i odredivanje) ovih dvaju tipova
rie$enja znatno jednostavnija od karakterizacije Parcto-optimalnog
rjedenja. To je razlog da se Cesto (pa tako i u kontekstu optimalizacije
vigekriterijalnih konveksnih modela matemati¢kog programiranja) pri-
bjegava odredivanju jakih Pareto-optimalnih rjeSenja umjetno Pareto-
-optimalnih rje$enja. Tome u prilog ide i ¢injenica da se skup Pareto-
-optimalnih rjedenja (u konveksnom sluéaju) uvijek moZe dobiti kao
zatvaraé skupa jakih Pareto-optimalnih rjesenja jer (kod konveksnih
programa) svako Pareto-optimalno rjedcnje predstavlja grani¢nu toc-
ku neckog niza jakih Pareto-optimalnih rjeSenja.

6.4.2. Optimalizacija videkriterijalnih konveksnih modela
matemati¢kog programiranja

U dosadainjem dijelu pregleda prikazani su rezultati vezani uz
cptimalizaciju jednokriterijalnih konveksnih modela matemati¢kog
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programiranja (K, 0). U ovom poglavlju pokazuje se da su ti rezultati
primjenjivi i na videkriterijalne konveksne modele MP. To je posljedica
tinjenice da su rezultati vezani uz stabilnost modela neovisni o funkciji
cilja tj. temelje se samo na svojstvima dopustivog skupa F (8). Nadalje,
kao ito ce se vidjeti u ovom poglavlju, ako se promatraju samo jaka
Pareto-optimalna rjesenja (vidjeti definiciju 6.5. u odjeljku 6.4.1), vise-
kriterijalni konveksni model moze se jednostavno transformirati u jed-
nokriterijalni, §to omogucava primjenu i rezultata vezanih uz karak-
terizaciju optimalnog ulaza konveksnih modela (K, 8).
Promatra se, dakle, viSekriterijalni konveksni model (VK,9):

min { ®* (x,0), k = Q}

p.o.
fix,9)=<01eP
gl <R,

gdje su Q = {1,2,... , T} 1 P= {1,2, ...,m} konacnj skupovi indeksa
a bk keQ,ifi i P, funkcije neprekinute po x i po 8 te konveksne
po x za svako fiksno 0. (Ostale oznake odgovaraju onima iz .modela
(K,0)). Kao i jednokriterijalni model (K, ®), i model (VK,8) promatra
se kao crna kutija &iji ulaz predstavlja vektor ulaznih podataka @ a

zlaz &ne skupovi {F (8), F @)}, gdie je:

F (8) — dopustiv skup,
I (8) — skup jakih Pareto-optimalnih rjeSenja.
Neko konkretno jako Pareto-optimalno rjeSenje oznaCava se S

x (8). Podrué¢ja stabilnosti, koja osiguravaju neprekinutu promjenu iz-
laza modela (VK,§) uslijed promjene ulaza, odgovaraju podrucjima
promatranim u kontekstu jednokr.iterijalnih konveksnih modela (K, 9),
jer je teorem 3.1. (L. dio pregleda, 3. poglavije), koji omogucava kon-
strukciju ovih podrucja neovisno od funkcije cilja modela, primjenjiv
i na skup jakih Pareto-optimalnih rjesenja.

Da bi se rezultati vezani uz karakterizaciju optimalnog ulaza, izlo-
eni u 4. poglavlju, mogli primijeniti i na visekriterijalne modele (VK, §),
potrebna je odgovarajuca modifikacija ogranicene Lagrange-ove funkci-
je, koriStene u tom poglavlju. Naime, potrebno je problemu odrediva-
nja skupa jakih Pareto-optimalnih rjesenja modela (VK, §) odrediti ek-
vivalentni problem rjeSavanja jednokriterijalnog konveksnog modela
tipa (K, ). To je moguce uéiniti kori§tenjem jednostavne karakteriza-
cije jakog Pareto-optimalnog rie$enja modela (VK,8) (tcorem 6.3, odje-
ljak 6.4.1) koja tvrdi da, za neki fiksan ulaz § = ¢ i pripadno jako Pa-

1eto-optimalno rjefenje }{(80) programa (VK, 89, postoji pozitivan vek-
tor W* = [M*], ke Q, takav da je % (8°) optimalno rjeSenje problema

min L (x, M5 00) = = M* PR (x,09).
x < F(§°) ke @
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Brojevi \*, k € Q, mogu se interpretirati kao ponderi koji odre-
duju relativan znaaj pojedinih funkcija cilja ®*(x,6°), k & Q, u prog-
ramu (VK, @°). Naravno, ova karakterizacija vrijedi za svaku konkret-
nu realizaciju modela (VK, §) tj. za svako fiksno 8. U stvari, ako se pro-
matra model (VK, ) u cjelini (a ne pojedine njegove realizacije), jedina
pote§koca u primjeni ove karakterizacije je u tome S$to ponderi A%,
k € Q, mogu varirati za razli¢ite realizacije tj. ™ =M™ (0), k€ Q.
Medutim, ovdje se, radi jednostavnosti, pretpostavlja da su ti ponderi
fiksni ¢ime se unekoliko gubji na opdenitosti jer su npr. iskljucene si-

tuacije u kojima §—0* a skup F (§*) je prazan skup (nijedno Pareto-
.optimalno rjeSenje nije i jako Pareto-optimalno rjeSenje). Uz ovu pret-
postavku, nakon $to su jednom odredeni ponderi A\* > 0, k € Q, prob-
Jem odredivanja skupa jakih Pareto-optimalnih rjeSenja modela (VK, 0)
mo¥e se promatrati kao problem odredivanja skupa optimalnih rjeSe-
nja ekvivalentnog jednokriterijalnog konveksnog modela ¢ija je funk-
cija cilja L (x, §) definirana kao:

L(x,0)=L(x,7 50 = 1= M D (x0). (6.14)
ke Q

Sada je moguée rezultate iz 4. poglavlja izravno primijeniti i u
ovom kontekstu. Definicija lokalno optimalnog ulaza unekoliko je mo-
dificirana u odnosu na definiciju 4.1. iz 4. poglavlja:

Dfeinicija 6.6.

Promatra se visekriterijalni konveksni model (VK,8) s realisticnomt
funkcijom L(x,0) u 8% L. Neka je N (§*) neka okolina od §*. §* je
lokalni jaki Pareto-optimalan ulaz modela (VK,§) obzirom na podruc-
je stabilnosti S (6*) ako je:

L(x(6%),0%) =< L (x(0), 0)

za svako 9 € N (0*) n S(§*) i za svako jako Pareto-optimalno rjeSenje
x (0) (dobiveno uz iste pondere L\.*, k € Q, kao i; (0%)).

Pripadni program (VK,@§*) je lokalna optimalna realizacija modela
(VK, 8) obzirom na podrudéje stabilnosti S (§%).

Ograni¢ena lLagrange-ova funkcija pomocu koje se karakterizira
lokalni jaki Pareto-optimalan ulaz viSekriterijalnog modela (VK, §) kon-
struira se na slijededi nacin:

LY 0% w8 = I MO (x0)+ T wfi(x0) (6.15)
keQ ieP< (9*)

Supstitucijom ove funkcije u teoreme 4.1, 4.2. i 4.3. (iz 4. poglavlja),
dobivaju se odgovarajué¢i nuZni uvjeti jake Pareto-optimalnosti ulaza
modela (VK,0) (na analogni na¢in mogu se dobiti i dovoljni uvjeti).
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Na primjer Teorem 4.1. u ovom kontekstu izgleda ovako (i ovdje je
q(0*) = card P< (@) iR .49 nenegativan ortant od RA(6%)

Teorem 6.4.

Promatra se visekriterijalni konveksni model (VK,9) s realisticnom
funkcijom L(x,8) u nekom 9% eI te s konstantnim ponderima W\,

k=Q. Neka je x(§%) pripadno jako Pareto-optimalno rjeSenje i neka je
S(0*) proizvoljno podruéje stabilnosti u 9*. Tada je 0* lokalni jaki
Pareto-optimalan ulaz obzirom na S(0*) ako, i samo ako, postoji oko-
lina N(8*) od 0* i nenegativna vektorska funkcija

u< @ N(§*) 0 S(8*) - R, 49

takva da, za svako § € N(6*) 0 S(9%), vrijedi:

L?(Z(e*), NV u; %) < L,<(3?(a*), M, u<0%); 0%) = L%, N, u=(8); 9)

za svako u € Rﬂ(o*( i za svako x € F= ().

Tlustrativni primjer videkriterijalne optimalizacije konveksnih mo-
dela MP moze se naci u [18].

7. ZAXLIJUCAK

Cilj ovog pregleda bio je da prikaZe osnovne ideje stabilne opti-
malizacije modela matematickog programiranja kao novog pristupa
rje$avanju problema parametarskog programiranja, koji daje dogovor
na sljedede pitanje:

"Kako voditi dinamicki sistem (ekonomski ili neki drugi) iz ne-
kog zatelenog stanja u smislu sve boljeg (i konacno, optimalnog) ost-
varivanja ciljeva postavljenih pred njega a da se takvom politikom
vodenja sistema zadrzi kontinuitet, tj. da se ne izazovu naghi drasti¢ni
efekti u njegovom funkcioniranju?”

Informacija koju daje optimalizacija modela MP kao odgovor na
ovo pitanje jest niz stanja sistema ¢iji pocetni ¢lan reprezentira za-
te¢eno stanje sistema a poslijednji ¢lan opisuje njegovo optimalno
stanje. Svojstvo ¢lanova niza je da svaki slijedeci Clan u nizu (odnosno
svako novo stanje sistema u dinamickom procesu) omogucava bolje
ostvarivanje postavljenih ciljeva. Ta stanja povezana su stabilnim pu-
tanjama koje omogucavaju blage promjene kojima se sistem moze
prilagoditi bez znacajnijih poteskoca.

Veé ranije postojeée srodne teorije kao §to su teorija dualnosti,
analiza osjetljivosti te parametarsko programiranje daju samo parci-
jalne odgovore na navedeno pitanje. Niti jedna od ovih teorija ne teZi
dinami¢koj optimalizaciji postavljenih ciljeva.
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Konceptualno novi je i tretman problema stabilnosti u kontekstu
optimalizacije modela MP. Njen konstruktivni pristup tom problemu,
preko podrudja stabilnosti, bazira se na ¢injenici da je, barem za kon-
veksne modele, mnoga takva podrudja moguce izra¢unati. Kljucnu
ulogu u takvom pristupu ima ideja “prelamanja’ skupa ogranienja
modela MP na stvarna ogranienja i ona koja su suvi$na obzirom na
strukturu preostalih ograni¢enja. Ova ideja bliska je i jednom dru-
com problemu matemati¢kog programiranja — traZenju minimalne
reprezentacije skupa dopustivih  rjeSenja matemati¢kog programa
(ovaj problem ukljucuje i odredivanjc suviSnih varijabli (varijabli ci-
je su vrijednosti konstantne na ¢itavomn dopustivom skupu).

Medutim, diskutabilno je u kojoj mjeri su rezultati ostvareni u
okviru tog problema primjenjivi u ovom kontekstu obzirom na izra-
zitu (dinamic¢ku) povezanost modela MP uz realni sistem koji se njime
opisuje (§to se otituje i u inzistiranju na polaznim vrijednostima pa-
rametarskih varijabli kao elementu modela MP koji esencijalno utjece
na rczultat procesa optimalizacije tog modela), odnosno na moguce
teikoce u reinterprelaciji rezultata ostvarenih nad minimalno repre-
zentiranim modelom (1 sama minimalna reprezentacija modela MP ot-
voreno je pitanje).

Osnovno ograni¢enje ideje optimalizacije modela matematickog
programiranja leil u ¢injenici da njenim instrumentarijem nije mo-
gudée garantirati odredivanje globalno oplimalnog stanja sistema Sto
je posljedica inzistiranja na stabilnim promjenama sistema a takvim
promjenama cesto nije mogude doseci globalno optimalno stanje. Ob-
zirom da je upravo to uzrok polencijalne globalne suboptimalnosti
rezultata optimalizacije modela MP, pri njenoj primjeni potrebno je
obratiti paznju na smisao matemati¢kog zahtjcva za stabilnos¢u mo-
dela u stvarnom sistemu koji taj model opisuje.

No, ovo "ogranienje” moze s€ shvatiti i kao prednost jer je pi-
tanje smislenosti potrebe za odredivanje globalno optimalnog stanja
vrlo diskutabilno, ukoliko inzistiranje na njemu dovodi do destrukcije
strukture samog sistema.

Jedno od podru¢ja u kojima se pretpostavka neprekinute prom-
jene koeficijenata modela (inkorporirana u kowncept stabilnosti u kon-
tekstu optimalizacije modela MP) moze prihvatiti gotovo bez rezerve
jest aproksimacija ekonomskih (posebno makroekonomskih) sistema
teorijskim matematickim modelima. Naravno, visestruku primjenu
optimalizacije modela MP naci ¢e prvenstveno u modelima dinamicke
analize ekonomskih procesa (vidjeti npr. [06]). Uz neke, u ovom radu
ve¢ spomenute ideje u tom smislu, posebno zanimljivom ¢ini se ulo-
ga optimalizacije modela MP kao matematickog instrumentarija u
{zv. teoriji evolucije kao novom pristupu dinamickim ekonomskim fe-
nomenima, prvenstveno tehnoloskom razvoju. Nadovezujudi se na teo-
riju samo-organizacije koja istrazuje (preko socioekonomskog okru-
7enja) povezanost individualnog ponaéanja i ''racionalnog” izbora, teo-
rija evolucije poku$ava odrediti uvjete pod kojima odstupanje od pre-
vladavajudih pravila ponaSanja moZe inicirati promjenu okoline koja
je uvjetovala egzistenciju tih pravila.
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Matemati¢ki modeli koje koristi teorija evolucije svakako su ne-
linearni jer, s jedne strane, opisujudi sisteme bez dugoro¢nih pravila
ponasanja te vrlo osetljive na pocetne uvjete, ovi modeli moraju uklju-
Givati moguénost viSestruke ravnoteZze, bifurkacije i drugih izrazito
nelinearnih fenomena, a s druge strane, 'neravnotezni otvoreni sistemi
mogu evoluirati samo ako su u podruc¢ju nelinearnosti” ([20]). Sve ovo,
uz ¢injenicu da je jedna od osnovnih intencija modela teorije evolu-
cije da “otkriju” kriticne tocke u razvoju sistema u kojima odluka
progresivno i ireverzibilno vodi sistem niz jednu od specifi¢nih puta-
nja razvoja, ukazuje na jzrazitu prikladnost koncepta optimalizacije
modela matemati¢kog programiranja u ovom kontekstu. Pri tome, ob-
zirom na u osnovi neoptimizacijski karakter postavki teorije evoluci-
je, klju¢nu ulogu ima prva etapa procesa optimalizacije modela MP
" analiza stabilnosti modela (uz eventualnu detekciju tofaka bifurka-
cije podrucja stabilnosti).

Drugo ograni¢enje optimalizacije modela MP vezano je uz uvjete
na formu modela MP kojim se sistem opisuje, odnosno na inzistira-
nje na konveksnim modelima u konac¢nodimenzionalnim vektorskim
prostorima. Medutim, &ini se da je to ograniCenje samo privremeno
jer se trenutno radi na poopcéenju optimalizacije modela MP na ge-
neralizirane konveksne sluCajeve (kvazikonveksne, pseudokonveksne,
inveksne) a veé postoje i rezultati koji se odnose na prenosenje te
ideje u apstraktne prostore (vidjeti [15]).

Trede, ali ne i najmanje znacajno ogranicenje lezi u trenutacnoj
nerazvijenosti numerickih metoda koje prate optimalizaciju modela
MP. Ovdje treba istaé¢i da su ove metode bitno drugadije od svih nu-
meri¢kih metoda matemati¢kog programiranja jer se radi o optimali-

zaciji nepoznate funkcije £(0) na podru¢jima stabilnosti. Numericke
metode takoder su trenutno predmet intenzivnog istrazivanja (vidje-
i npr. [02]).

Za daljnja teorijska istraZivanja u stabilnoj optimalizaciji potreb-
no je elementarno poznavanje topologije 1 funkcionalne analize. Ko-
ri§tenje metoda i rezultata iz ovog podru¢ja dolazi s potrebom da se
rije$e konkretni ekonomski (i ne samo ekonomski) problemi u sva-
kodnevnom planiranju. Mnogi otvoreni problemj stabilne optimalizaci-
je predstavljaju izazov ne samo za ekonomiste ve¢ i za primjenjene
matematicare.

Primljeno: 01. 12. 1989.
Prihvadeno: 07. 01. 1990.
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THE OPTIMIZATION OF CONVEX MODELS OF MATHEMATICAL
PROGRAMMING
A SECTION BY SECTION SURVEY

Part Two
CHARACTERIZATION OF OPTIMAL ENTRY

Igor JEMRIC
Summary

The purpose of this paper is to present the basic ideas of stable
optimization of models of mathematical programming as a new ap-
proach to solving problems of parameter programming, which gives an
answer to the following question:

"How to direct a dynamic system (economic or any other) from
some given state in the sense of ever-improving (and finally optimal)
realization of goals placed before it, but in such a way that the policy
of directing the system relains continuity i. e. so that sudden drastic
effects would not result?”

The information which MP model optimization gives as an answer
to this question is a series of system states the first model of which
represents the given state of the system and the last member describes
its optimal state. The characteristic members of series is that every
member in the series (i. e.) every new state of the system in the dynamic
process enables better ralization of the set goals. Such states are linked
by steady routes which enable small changes 1o which the system can
adjust without great difficulties.

The existing related theories such as the duality theory, the analysis
of sensitivity and parameter prograniming give only partial answers (o
the question posed. None of these theories seek dynamic optimization
of the set goals.

Also conceptually new is the treatment of the problem of stability
in the context of MP model optimization. Its constructive approach 1o
that problem, through the spheres of stability, is based on the fact that,
at least for convex models, many such spheres can be calculated. The
key role in such an approach has the idea of "overlap” between the
range of restrictions of the MP model, real restrictions and those which
are deemed superfluous in view of the structure of the remaining
restrictions. This idea is close to another problem of mathematical
programming: the search for minimal representation of the range of
permissible solutions of the mathematical programme (this problem
also includes the determination of superfluous varigbles i.e. variables
with constant values for the whole permissible range).

However, it is debatable to what extent the results realized within
the confines of that problem are applicable in that context in view of
the pronounced (dynamic) interrelationship between the MP model and
the real system which it describes, which is reflected in the insistence
upon, the starting values of parameter variables as an MP model element
which significantly influences the results of the process of optimization
of that model, or, rather, on the possible difficulties in the reinterpreta-
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tion of result arrived at by the minimal representation of the model
(the minimal representation of the MP model itself is an open question).

The basic limitation of the idea of model optimization of mathe-
matical programming lies in the fact that it is not possible for its
instruments to guarantee certain global optimal states of the system
which is a consequence of the insistence on stable changes in: the
system and for such changes it is often not possible to reach the global
optimal state. Since that is the cause of potential global suboptimal
results of MP model optimization, it is imporiant when applying it to
pay special attention 10 the meaning of mathematical demand for
model stability in the real system which the given model portrays.

But this “limitation” can also be taken as an advantage because
ihe question of the meaning of the need for determining global optimal
state is debatable insofar as insistence on it leads to the destruction
of the structure of the system itself.

One of the areas in which the assumption of the unbroken model
coefficient change (incorporated in the concepl of stability and MP
model optimization) which can be wholeheartedly accepted is the ap-
proximization of economic (especially macroeconontic) systens by theo-
retical mathematical models. Of course, the manifold application of MP
model optimization can primarily be found in models of dynamic
analysis of economic processes. Together with some ideas mentioned
in this paper in that respect, looks especially interesting the role of MP
model optimization as a mathematical instrument in the so-called
theory of evolution as a new approach to dynamic economic phenoinena,
primarily in technological developiment. Relating to the theory of self-
organization which explores (through socioecononiic surroundings) the
interrelationship between individual behaviour and ''rational” choice,
the theory of evolution attempis 1O determine the conditions under
which the disobedience of the prevailing rules of behaviour can initiate
" change in the environment which conditioned the existence of those
rules.

Mathematical models which are used by the evolution theory are
inevitably non-linear because, on the one hand, when describing systems
without long-term rules of behaviour and also very sensitive starting
conditions these models have to include the possibility of multiple
equilibriums, bifurcations and exceptionally non-linear phenomena, and
on the other hand, "disequilibrium open systems can evolve only if
they are in the sphere of non-linearity.”

All this, together with the fact that one of the main intentions of
the models of the theory of evolution is to vdiscover” critical points in
the development of the system in which the decision progressively and
irreversibly leads the system along one of the specific courses of
development, points to the special suitability of the concept of the
model optimization of mathematical programing in ths context. Bearing
in mind the basically unoptimizing character of the theoretical postulates
of evolution, a crucial role is held by the first stage of the MP model
optimization process (the analysis of model stability together with the
possible detection of bifurcation points in the stability areas).
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The second restriction of the MP model optimization is related to
the conditions of the form of MP model by which the system is de-
fined, or to the insistence on convex models in the final-dimensional
vector spaces. However, it looks as if that condition is only temporary
because we are currently working on the generalization of optimization
of MP models on generalized convex (quasiconvex, pseudoconvex, invex)
and there already exist results which refer to the transmission of that
idea to abstract spaces.

Last, but not least, the limitation lies in the present underdevelop-
ment of numerical methods which follow the optimization of the MP
model. Here we have to emphasize that these methods are significantly
different from all other numerical methods of mathematical program-
ming because we are faced with the optimization of the unknown func-
tion f(9) in the spheres of stability. Numerical methods are also the
subject of intensive research.

For further theoretical research of stable optimization we need
elementary understanding of topology and functional analysis. The use
of methods and results from this area come with the need for solving
concrete economic (and not only economic) problems in everyday
planning. Many open problems of stable optimization present a chal-
lenge not only for economists but also for applied mathematicians.




