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SADASNJE STANJE I PRAVCI RAZVOJA CJELOBROJNOG
PROGRAMIRANIA

Ljubomir MARTIC*

Pratim razvoj cjelobrojnog programiranja gotovo od samog nje-
govog poletka. Pregled prvih dostignuéa u tom podrudju objavio sam
1966. godine pod naslovom »Aktuaina situacija u cjelobrojnom pro-
gramiranju«. Idude godine jzaSao je moj rad o problemu trgovackog
putnika koga ¢e C. Kastning 1976. godine uvrstiti u svoju klasifici-
ranu bibliografiju radova iz cjelobrojnog programiranja i povezanih
podruéja. Temama jz cjelobrojnog programiranja vradao sam se jo$
nekoliko puta. A 1979. godine u SveuéiliSnom racunskom -centru »Sr-
ce« u okviru Seminara iz niatematickog programiramja odrZao sam
predavanje pod naslovom »Dvadeset godina razvoja cjelobrojnog pro-
gramiranja«, To dosad neobjavljeno predavanje koncipirano je kao
uvod u niz predavanja i diskusija u Seminaru sa temama iz cjelo-
brojnog programiranja. Nije se radilo o nekom svecbuhvatnom pre-
gledu programiranja u cijelim brojevima. Namjera mi je bila da spo- -
menem samo pone$to od onoga 3to se u cjelobrojnom programiranju

postiglo do kraja 1978. godine. Ovdje éu prodiriti i dopuniti to moje
" predavanje najnovijim rezultatima. Posebno du istaknuti neke rezultate
i naznaciti neke teme i otvorene probleme koji mogu biti predmetom
nadeg zajednickog rada.

Iz popisa literature vidi se da je prvi rad u kojem je utvrden
predmet cjelobrojnog programiranja objavio Ralph Gomory 1958. go-
dine. U njemu je zapisan ovaj problem:

Maxz (x,v) = ¢, x + ¢ v, (x,v) 8, [6))
gdje je

S={{x,v} |4 x+ Av=0, x=( cijeli, v=0)}
a dani su ¢, kao n; — vektor, ¢, kao n, — vekior, A; matrica reda

(m, n,), A, matrica reda (m, n,). To je problem mjeSovitog cjelobroj-
nog i kontinuiranog linearnog programiranja. Xad je n, =0, jmamo
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sluc¢aj Cistog cjelobrojnog programiranja a kad je n, =0 sludaj obié-
nog linearnog programiranja. Cjelobrojno programiranje bavi se, dak-
le, problemima matematit¢kog programiranja u kojima se zahtijeva
da su sve ili samo neke varijable cjelobrojne.-

Ako ostanemo u podrué¢ju linearnog programiranja (LP), problem
Cistog ojelobrojnog programiranja (ILP) moZe se zapisati ovako:

Maxc'x, xeS={x|Ax=b, x=z=0 cijeli}, )

gdje je A = [a;] matrica reda (m, n). Svi parametri su cjelobrojni.
Ako je S konadan skup, tada postoji vektor u od kojeg su kom-
ponente dovoljno veliki cijeli brojevi tako da je

xeS=sx=u

Problem (2) sa konaénim S moZe se transformirati u linearni
ILP problem ovako: .

t
x= 1. 2%§; za svako j 3)
k=0
6 =0, 1 za svaki par k7],

gdje je
Qliﬁuj< 2lj+1

Ti 0—1 programi imaju neka zgodna svojstva. Skup mogudih rjeSe-
nja je konacan. Njegovi elementi su vrhovi hiperkocke. Ima ih, dakle,
najvise 27,

Priliéno zadudujuéi rezultat postignut je w 1970. i 1971. godini.
Tada je, naime, dokazano da se svaki kona¢mi ILP moZe transformi-
rati u binarni knapsack-problem:!

n
Maxz(x)= 2 ¢x;
j=1

n
Ioax = b O]
j=1
xl' = 0,1
To je problem s jednim ‘ogranidenjem a uzima se da je a;>0, ¢;>0
i b>0. Problem se sastoji u tome da se ranac, ruksak (Rucksack-

1S, E. Elmaghraby i M. K. Wig agregirali su vide jednadZbi u jednu
-jediniy iprimijenivél teorem Mathewsa iz 1897, godine i to rekurzivno, svaki

w pit ma dvije -jednadibe. Nedostatak mjihovog procesa svodemja viie ogra-

“Dicenja ma jedno jest u tome $to koeficijenti agregirane jednadibe postaju
-znacajno veliki,
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problem) napuni predmetima teZine a; tako da teZina ¢itavog ranca
ne prede b kilograma a da sadrZaj ruksaka bude $to vede vrijednosti,
pri ¢emu ¢; ne mora biti nov&ana vrijednost predmeta j. Umjesto pu-
njenja ranca, moZe se razmatratl ukrcavanje tereta u brod i sli¢no.
Problem je skrenuo jo$ jednom painju na sebe kad je upotrebljen
u razvoju jednog algoritma dekompozicije za dobro poznati problem
rezanja (trfim loss or ocutting stock problem). Za problem o rancu
nadeno je podosta algoritama a u zadnje vrijeme razmatraju se raz-
na njegova poopéenja. Tako je objavijeno nekoliko radova o gene-
raliziranom knapsack-problemu. U jednom od njih a; se razmatra kao
varijabilni parametar y; a svaki ¢ je zamijenjen kontinuiranom
funkeijom f{y;). U vife prakti¢nih problema ta funkcija je neopada-
juéa i konkavna nad intervalom [b;—, byt] u kojem se krece y;2

Ne samo u citiranom- ¢asopisu DruStva za matemati¢ko progra-
miranje (osnovanog 1971) veé¢ i u dasopisima iz operacijskog istra-
Zzivanja sve Ce¥ée se javljaju radovi iz cjelobrojnog programiranja.
Tako su u francuskom <asopisu »Recherche opérationelle«, u februar-
skom broju 1979. godine, prva tri rada iz bivalentnog programiranja.
U naslovu dmugoga &lanka istaknuta su tri poznata problema: par-
ticije, prekrivanja i uvezivanja (engleski: partitioning, set covering,
packing). Ti problemi spadaju zapravo u teoriju grafova a zajednié-
ko im je to da je A binarna matrica dok je b wektor jedinica. Bi-
narnu matpvicu koeficijenata ima i poznati problem transporta i neke
njegove generalizacije i specijalizacije kao 3to su problem trgovafkog
putnika i problem asignacije. Ovaj posljednji je dobro poznat primjer
za problem particije. Postoji bogata literatura o tim problemima, po-
sebno o problemu trgovackog putnika.

Vrlo rano se pokuSalo i uspjelo da se transformira mje$oviti u
Cisti problem cjelobrojnog programiranja: No, pod koju cijenu? Broj
ograni€enja enormno je porastao. Sto se -ti€e transformacije &isto
cjelobrojnog linearnog problema: u obi¢ni LP problem, moguéno je
svaki kona¢ni ILP, bar u principu, zapisati kao LP problem, doda-
vajudi skupu S'={x|Ax="b, x=0} ona ogranienja koja definiraju
konveksnu Jjuskn mogudih rjeSenja problema (2). No, samo za neke
vrlo specijalne probleme eksplicitno je dana ta konveksna ljuska.

U literaturi se moZe naéi neSto viSe od pedeset algoritama za
probleme cjelobrojnog programiranja, ukljucujuéi i one specijalne.
Cetiri su glavne grupe algoritama: :

AN
algoritmi odsijecajuéih ravnina,
algoritmi enumeracije,

algoritmi grananja i ogradivanja i
aproksimativne metode,

PN

Rad pod brojem 1 iz popisa literature sadiZi prvi algoritam odsi-
jecajucih ravnina — Gomoryjevu metodu cjelobrojnih formi.

Gomoryjev algoritam sastoji se iz tri koraka. U prvom se relaksi-
ra problem (2), tako da se maksimum ne tra%i nad skupom 8’ svih
totaka definiranih ograni¢enjima. U podetku se, dakle, ignorira uvjet

2 Vidi »Mathematical Programminge, Vol. 15, 1978, Ne. 2, str. 162—176.
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cjelo'b‘ro.j_nosti. U drugom koraku testira se optimalno rjeSenje dobi-
veno .obk‘inom simpleks metodom. Ako je to rjelenje cjelobrojno,
Fada Jje problem rijeSen. Ako nije, proslijedi se na tredi korak u ko-
jem se .necjelobrojni vrh odreZe tako da se skupu ogranicenja doda-
je jo§ jedno u obliku linearne nejednadibe. Zapravo u simpleks ta-
b_e;lu to ograni¢enje ulazi kao jednadiba, poSto se uvede dodatna va-
rijabla. Ova linearna jednadZba predstavlja tu ravninu (hiperravninu)
koja odsijeca onaj necjelobrojni vrh.

Evo kako se gemerira ta ravnina. Uzme se iti redak u finalnoj
simpleks tabeli koji sadrii koeficijente ove jednadZbe:

xl's = ta’o_ = I]'x'r 5

jeR o )

gdje je x;® oznaka za i-tu bazidnu varijablu, t;, je tablidni element u

nult.om stupcu a R je skup indeksa nebaziénih varijabla. Uzima se

onaljc redak i u kojem t;, nije clo broj. Jednadibu (5) napisat éemo
ovako:

x? +;-§2 Ly X = Lo ' ©

Tada x = 0 implicira

xE + }-E:R (5] x; < 15, )

gdje je [t;] cio broj manji ili jednak t;. Buduéi da x mora biti cje-
lobrojan, lijeva strana od (7) je cio broj pa je stoga

xf + ]EER () x; = (8] (8)

Ako sada od (6) oduzmemo (8) imamo

jER (17— (1) ;= to— [t5]. )]

Razlika u zagradi je zapravo rvazloma'éki dio od ty, to jest
f,-i—- [f‘-’] = f{t’i) ili krade: fl';'.
Sti¢no t;,— [t;,] = fi,. Sada (9) moZemo pisati ovako:

o ofax = 100 10
jERfI; i f ( )

Budu¢i da smo (10) izveli uz pretpostavku nenegativnosti i cjelobroj-
nosti varijabli, nejednadzba (10) ne iskljutuje iz skupa mogudih rje-
fenja relaksiranog problema nijednu cjelobrojnu todku. Napokon (10)
piSemo kao jednad¥bu ovako: :
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s=—fu+ T fixp (s=10), : (11
jeR

gdje je s dodatna varijabla. Bududi da je f,> 0 (Sto slijedj iz pret
postavke da t, nije cio broj), bazino rjeSenje nije mogucéne tj. nije
dopustivo rjeSenje. Naime, jo§ smo u onom necjelobrojnom vrhu
koji je sada izvan suZenog skupa moguéih rjeSenja relaksiranog prob-
lema. Stoga sada djelujemo izvan toga skupa dualnom shmpleks me-
todom da dodemo do optimalne ekstremne to¢ke. Kad je dokuéimo,
prelazimo na drugi korak itd.

Uzgred spominjem da je Gomory pokazao da dodatne nejednadibe
(10) ¢ine jednu aditiviu grupu. Naime, adicijom modudo 1 vektora
koeficijenata (f,, £, Bz, ..., [, ne izlazi se iz njihovog skupa. Drugim
rije¢ima, kad dva takva vektora zbrojimo, komponentu po kompo-
nentu, i odbacimo cijeli broj sadrZan u sumi, dobijemo opet takav
vektor koeficijenata odsijecajuce ravnine, Teorija grupa na taj nadin
usla je u podruéje cjelobrojnog programiranja.

Opisana metoda je, na Zalost, spora fako je konac¢na? Dokazano je,
1970. godine, da se ne moZe postaviti nikakva gornja ograda na broj
iteracija. Ta metoda je vnlo osjetljiva na gre$ke od zaokruZivamja,
jer ona mora da besprijekorno raspoznaje cijele brojeve. To je na-
velo Gomoryja da razvije svecjelobrojnu metodut No buduéi da je
i ona dualna u smislu da preko rjeSenja duala dolazi, ali tek na kraju,
do optimalnog rnjedenja primarnog problema, i§lo se na razvijanje
primarnog (direktnog) svecjeiobrojnog algoritma. Prvi takav algori-
tam u rudimentarnoj formi objavili su BensIsrael i Charnes (asistent
i njegov profesor, 'tada) 1962. godine. No, Young je 1965. godine prvi
razvio konafan direktni algoritam. Jo$ jedam algoritam toga tipa, po-
jednostavijeni svecjelobrojni, objavio je. Young tri godine kasnije.
Ister godine pojavio se Gloverov simplificirani direktni algoritam.

Ideja implicitne enumeracije, ili parcijalnog (djelomicnog) nabra-
janja sastoji se u tome da se skup svih moguénih rjeSenja pretraZi
tako da se relativno malj broj rjeSenja eksplicitno razmotri dok se
sva ostala implicite odbacuju. Prva metodu implicitne enumeracije
saopéio je E. Balas 1965. godine. Ta metoda, nazvana aditivnom, raz-
vijena je za rjeSavanje linearnog 0—l1 problema. Glover je nedto kas-
nije iste godine poboljSac Balasovu shemu nabrajanja tako da je
zamijenio sva ograni¢enja jednim, tzv. surogatnim ogranicenjem. Na

. 3 Nije pomoglo _ni to 3to je odsijecanje usawSeno. Druge nacine
odsijecanja uveli su Danzig 1959. godine, Glover 1965. godine, Bowman i
Nemhauser 1970. godine, Young 1971. godine, Balas 197i. godine, Balas i
Jeroslow 1971, godine i opet Glover 1973. godine. Sva ta ogsijeczmja ugra-
dena su u algoritme dualnog tipa, Treba mapomenuti da nijedan od po-
stojeéih nadina odsijecanja ne vodi raduna o funkciji cilja (kako bi se
Sto viSe uvecala njezina vrijednost) veé svaki od njih ide za tim da odsije-
ée &to wvedi komad skupa mogudih rjefenja welaksiranog problema. Sva
nastojanja kod konstmikoije weza iSla su, dakle, za tim da rez bude §to
dublji bez obzira u kojem smjeru,

4 Gomoryjev rez (out), tj. nadin konstrukcije odsijecajuée ravnine
u prvom mjegovom algoritmu, ponekad se maziva firakolonalnim ili razlo-
madkim rezom (frez) zato Sto su svi koeficijenti v njoj frakcije ili raz-
lomci. U njegovom svecjelobrojnom algomitmu svojstvo cjelobrojnosti prve
simpleks tabele zadrfano je u svim ostalima,
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bazi Gloverovog rada, originalnu Balasovu shemu dalje su modificirali
Geoffrion 1967. 1 1969, te sam Balas 1967. godine i drugi.

Metode implicitne enumeracije zajedno s metodama gramanja i
ogradivanja ¢ine skupinu metoda traZenja ili pretraZivanja. Metode
implicitne enumeracije u su$tini su metode grananja i ogradivanja.
Prve se primjenjuju na probleme 0-—1 programiranja dok su one
druge razvijenc za opéi problem cjelobrojnog programiranja. Inace
obe podivaju na ideji inteligentnog, vi§e implicitnog mego eksplicit-
nog, pretraZivanja skupa mogudih rjeSenja. Svaki ciklus obuhvata dvi-
je operacije: grananje i ogradivanje. U prvoj se razbija skup rjesenja
na disjunktne podskupove a u drugoj operaciji radunaju se ograde
(donje u problemu minimuma a gornje u problemu maksimuma) na
vrijednost funkcije cilja v svakom od podskupova. Particija skupa
rjefenja graficki se predstavlja kao grananje drveta. Skupovi su re-
prezentirani &vorovima drveta, a ograda dolazi kao neka vrsta eti-
kete na svakom ¢&voru. Grananje se nastavija iz &vora sa najmanjom
(u sluaju minimuma), odnosno sa najvedom ogradom (u sludaju
maksimuma). Broj ¢vorova u problemima vedih dimenzija zanema-
rivo je malen prema broju cjelobrojnih tofaka, tj. svih mogucih rje-
Senja.

Prvu metodu grananja i ogradivanja objavili su Land i Doig 1960.
u Casopisu »Econometrica« (Vol. 28, str. 497—520). Vide poboljSanja
i modifikacija izvr$ili su Dakin (1965), Beale i Small (1965), Bertier i
Roy (1965), Balas (1968), Mitten (1970), Taha (1971), Moore (1974) i
drugi. Njihove procedure razlikuju se u nacinu grananja, tj. particije
skupa rjeSenja, i u postupku odredivanja ograda. U posljednjoj deka-
di razvijene.su brojne heuristike u prvom redu za rjeSavanje prob-
lema velikih dimenzija (Shaw, Tomlin, Forrest i dr). Nadeno je neko-
liko algoritama za specijalne probleme kao 3$to su problem trgovad-
kog putniKa i drugi.

Aproksimativhe metode (heuristike) najcedée generiraju skup lo-
kalnih optimalnih rjeSenja. Pode se od nekog cjelobrojnog x° iz S
pa se trazi maksimum od ¢'x u mekoj okolini N (x9), tognije u SNN (x°).
Neka je x! lokalni maksimum. Tada se traZi max c'x u okolini od
<}, tj. u skupu S N N (x!) itd, Eftkasnost metode zavisi o izboru oko-
lina. Jasno, lokalni optimum, dobiven u svakoj iteraciji, zavisi i o
startnoj to¢ki. U pravilu aproksimativne metode primjenjuju se na
realne probleme velikih dimenzija. Ponekad takvom metodom dode
se bizo 1 jeftino do dobre podetne tocke za neki algoritam enume-
racije. Od heuristika u cjelobrojnom programiranju narodito dobro
su poznate one od Echolesa i Coopera iz 1968. godine i Hilliera iz
1969. godine. )

U novije vrijeme razvija se cjelobrojno ciljno i cjelobrojno vi-
$ekriterijalno programiranje. Pokazalo se da neki teoremi iz kon-
tinuiranog viSekriterijalnog programiranja nisu valjani u uvjetima
cjelobrojnosti, Na primjer, svako efikasno rjelenje problema Max Cx,
Ax=<b, x>0, gdie je C matrica reda (p,n), optimaino je rjeSenje
problema Max) Cx, Ax<b, x=0 za neki vektor parametra ) > 0.
Da taj rezultat ne stoji u cjelobrojnom viSekriterijalnom programi-
ranju, dovoljno je navesti slijededi primjer. Tolka (0,0) efikasno je
rjefenje problema: .
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Max = x,—Zx;
Max z, = —x; — 3x,
%, % =0 ili 1.

Medutim, ne postoji parametar ) iz [0, 1] tako da je (0, 0) optimalno
rjeSenje problema:

Maxz =22, (x) + (I — N 2 (%)
e {0,1}.

Naime, z= 23— 1)x + 3—5N) X, Za tu linearnu funkciju to&ka
(0,0) mogla bi biti maksimalna, ako i samo ako je 2)\;“1 =0, 3-—
—5) < 0. No, taj sistem nije konzistentan, budué¢i da iz prve nc]:;ad-

nadsbe izlazi da je X <—— a iz druge nejednadibe da je AE—.
2

Na kraju, moZe se reéi da me postoji uniEi'c:irana teorija cjelo-
brojnog programiranja, tj. teorija koja bi pokrn_r?la sve probleme
iz tog podrugja. No, ona je u izgradivanju. Za sip‘e.oyjavh? Klase }’)'1‘0131(3-
ma, kao §to su spomenuti 0—1 programi, postoji, moze se rec;,.cak
elegantna teorija. Mnogo se udinilo na razvoju ,}netodz} i glg.omtan.lf;
Ipak, usprkos velikog broja radova (u Kas_Enmgo‘YOJ bibliografij
sakupljeno je viSe od 4.000!) progres u numerrcko-ra?unskp{n aspektu
cjelobrojnog programiranja nije ni izdaleka tako impresivan kako
se moglo odekivati. o o

Zasto su sada problemi cjelobrojnog programwanja‘tako reci u
prvom planu? Dva su glavna razloga za to pojaano mteresu'an_}e._
Jedan su zahtjevi koje postavijaju primjene, u prvom r.efiu ekonom-
ske, a drugi je $to ovi problemi kao teZi i komphcwapm dol.aze sa-
da na red, posto su rijedeni ili se prilicno odmaklo u rje$avanju glav-
nih problema kontinuiranog programiranja.

Primljeno: 28. 12. 1983.
Prihvadeno: 30. 01., 1984.
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